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EXERCICES D'ANALYSE 


ET DE 


PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. 


MÉMOIRE 


SUR LES 


Résultantes que l'on peut former, soit avec les cosinus des angles 
compris entre deux systèmes d'axes, soit avec les coordonnées de 
deux ou trois points. 


Les résultantes dont il s'agit se présentent d’elles-mêmes, comme on sait , 
dans la solution d'un grand nombre de problèmes. D'ailleurs, celles qui sont 
formées avec les coordonnées de deux ou trois points peuvent être immé- 
diatement déduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris 
entre deux systèmes d’axes. Ajoutons que l’on facilite la détermination de 
ces deux espèces de résultantes, en introduisant dans le calcul des quantités 
propres à indiquer le sens de certains mouvements de rotation, ainsi que je 
l'expliquerai tout à l'heure. 


$ Ef, — Des mouvements de rotation directs et rétrogrades. 
Considérons d’abord, dans un plan donné, diverses longueurs 
Re ST, 


dont chacune sera mesurée dans une certaine direction , à partir d'une cer-- 
taine origine O, et supposons que cette origine soit la même pour toutes 


@6.) 
ces longueurs. Si un rayon mobile, compté encore à partir du point O, 


tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appelle- 
rons un mouvement de rotation de ren s, ou un mouvement de rotation de s 


, h A . . . 
en r, selon qu'il passera, en décrivant l'angle (r,s), de la direction r à la 
direction s, ou de la direction s à la direction r. Pour distinguer plus faci- 
lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements l’un de 


l’autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (r;s), deux axes coor- 
donnés des x et y qui passeront par l’origine O; et, en nommant x, y 
deux longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x 
et y positives, nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui 
s'effectuera dans le même sens que le mouvement de rotation de x en y, et 
mouvement rétrograde, celui qui s’effectuera en sens contraire. De plus, nous 


représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation 


(r, 5), 


une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou 
uégative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou ré- 
trograde ; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 


(Fr, s) = 1, 
dans le second cas, 
(r, s) = —1. 


Cela posé, les deux notations 

ALI ER CNE à 
représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes con- 
traires, mais équivalentes, au signe près , à l'unité; en sorte qu'on aura 

i F3 NT à 

() Gr) = — (rs) 
Ajoutons que, si l’on nomme 

1 .. APR à 


des longueurs mesurées à partir de l’origine O, dans des directions opposées 
à celles des longueurs 

OR PE PP 
on aura évidemment 


(2) (rs) = — (r, 5), 


(7) 


et, par suite, 
(3) (7, sat s)= fr, ST — (r, s'} 


Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors ,les deux directions x, y 
étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction r formera tou- 


jours, avec les deux premières, deux angles 


(x), (y); 


dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au sinus de 


l'autre ; et, par suite, 
A re 
cos(r,x), cos(r, y); 


auront pour valeurs numériques les quantités positives 
. A L La 
sin(r,y), sin(r, x). 


D'ailleurs, cos (r,x) sera positif ou négatif, suivant que l'angle (r,x) sera aigu 
ou obtus. Or, dans le premier cas, r et x étant situés d'un même côté par 
rapport à l'axe de y, le mouvement de rotation de r en y sera droit, comme 
le mouvement de rotation de x en y; et, par conséquent, on aura 


(,y)= 1. 


Dans le second cas, au contraire, r et y étant situés de deux côtés opposés 
par rapport à l'axe des y, le mouvement de rotation de r en y sera rétro- 
grade, puisqu'il s'effectuera en sens inverse du mouvement de x et y; On aura 


donc 
BY=<r 


AE Ve | . 
Donc, dans tous les cas, le signe de cos (r, x) sera précisément le signe de 


A LU CP . fn . 
(r, y). On prouvera, de même, l'identité du signe de cos (r, y) et du signe 
de(x,r). Donc, pour obtenir des produits égaux aux cosinus 


LA) Lai 
cos(r,x), cos(s, y), 


il suffira de multiplier leurs valeurs numériques 


Lai La\ 
sin(r,y), sin(r,x), 


par les facteurs 


en sorte qu'on aura 


ve A, + A EPS 
(4) cos (r, x) = (r, ÿ) Sin (r, y), cos (r,y) — (x, r)sin (x, r). 


Supposons, maintenant, que les longueurs 


hi Es ss 


toujours mesurées à partir du point O, soient dirigées d’une maniere quel- 
conque dans Pespace. Fe mouvement de rotation d'un rayon mobile qui, 
en décrivant l'angle (rs), passera de rens, pourra être de deux especes 
différentes, non-seulement en lui-même, mais encore par rapport à la di- 
rection d'une longueur & mesurée à partir du point O en dehors du plan 
‘r,s). En effet, ce mouvement pourra s'effectuer ou de gauche à droite, où 
de droite à gauche, par rapport à la direction #, c'est-à-dire par rapport 
à un spectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (r, s), serait appuyé 
contre le demi-axe, sur lequel se mesure la longueur t. Mais il importe 
d'observer que si le rayon mobile parcourt l'une après l'autre les trois 
faces de l'angle solide qui a pour arêtes r,'s et £, en tournant toujours dans 
le même sens autour du point O, de manière, par exemple, à décrire suc- 


cessivement les trois angles plans (rs), (s,4), (Or), les trois mouvements 
de rotation de r en s autour de #{, de s en t autour de r, et de £ en r autour 
de s, seront tous les trois de même espece, c’est-à-dire qu'ils s’effectue- 
ront tous les trois de gauche à droite, ou tous les trois de droite à gauche, 
autour des directions r,s,t. Afin de pouvoir reconnaître plus aisément, 
dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvements dont il s'agit, 
nous tracerons daus l’espace trois axes coordonnés des x, y, qui passeront 
par l’origine O; et en nommant 


x Vr0Z 


Ed 


trois longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x, 
y et z positives, nous appellerons direct ou rétrograde le mouvement de 
rotation de r en s autour de la direction #, suivant que ce mouvement sera 
ou ne sera pas de l'espèce des trois mouvements de rotation de x et y au- 
tour de z, de y en z autour de x, et de z en x autour de y. De plus, nous 
représenterous, dans ce Mémoire, par la simple notation 


Der 


(9) 
une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou né- 
gative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct on rétro- 
grade ; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 


(tn EF) = 
dans le second cas 
(r, S,'ÉTE — À 


Cela posé, les six notations 
(rs Sy L)5 (So é: 71. (Er, S) 
(sh Gin) (sn) 


représenteront toujours, dans nos calculs, des quantités équivalentes, au 
signe pres, à l'unité, et liées entre elles par la formule 


SJ SD ne rade PONT, = (5,7) 


Ajoutons que, si l'on nomme 


des longueurs mesurées à partir de l'origine O, dans des directions opposées 
à celles des longueurs 

RS 
on aura évidemment 


(6) FPS tie ti), 0 
et, par suite, 
(9) rte (,6,6) =, st) = = (és, 1’) — etc. 
Nous avons, dans ce qui précède, supposé que les diverses longueurs 
T, Sad. : X, Y, Z,... 


se mesuraient toutes à partir d'une même origine. Pour plus de généralité , 
nous étendrons l'usage des notations ci-dessus indiquées, au cas même où les 
diverses longueurs seraient comptées à partir d'origines diverses, et alors 
nous attribuerons aux notations 

La: 

Fr, 


(ah Us, (LS 
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CA 


, 


G40 ) - 
les valeurs qu'elles auraient, si les longueurs 


F, @é ? 


étaient transportées parallèlement à elles-mêmes, de manière à offrir, pour 
origine commune, un point unique. Enfin, lorsqu'en supposant les lon- 
gueurs r,s, € mesurées à partir d'origines diverses, nous mentionnerons le 


plan de l’angle (res), ou bien encore l'angle solide construit avec les arêtes 
r, $, €, on devra toujours, par ces paroles, entendre, dans le premier cas, 
le plan de l’angle compris entre deux longueurs mesurées à partir d’une 
même origine, dans des directions parallèles à celles de r et de s; et, dans 
le second cas, l'angle solide qui aurait pour arêtes trois longueurs mesu- 
rées à partir d’une même origine, dans des directions parallèles à celles de r, 
wetr. 

On peut, avec la plus grande facilité, déduire des équations (4), jointes 
au 6° théorème de la page 311 du 3° volume, les formules connues qui ser- 
vent à déterminer le cosinus ou le sinus de la somme ou de la différence de 


_ deux arcs. En effet, soient 


ris 


[3 
deux longueurs mesurées dans un même plan, à partir d'une certaine ori- 
gine O,et 


X+ Y 


deux autres longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur deux axes 
des x et y perpendiculaires entre eux. Le 6° théorème de la page 311 du 
3° volume donnera 


A A A A A 
(8) cos (r,s) — cos{(r, x) cos(s, x) + cos(r, y) cosis, y). 


Mais, eu égard à la seconde des formules (4), on aura 
A , A A AE à 
cos(r,y)—(x,r)sin(r,x), cos(s,y)—=(x,s)sin(s, x). 


Donc on tirera, de la formule (8), 


Pa A ANR N 
(9) cos (r,$) — cos (r,%) cos(s,x) + (x,r)(x,s) sin (r, x) sim(s, 3 


Concevons maintenant que l'on pose, pour abréger, 


6% —"#, (5, x) à 


Gar ) 
Si les longueurs 7, s sont situées d’un même côté de l'axe des. x, on aura évi- 
demment 


(rs) —=%æ (a—b;, cos(r,s) = cos(a<b}; 
(xyr)(R, 5) #6 
et, par suite, la formule (9) donnera 
(10) cos (a — b) = cosa cos b + sin a sin b. 
Si, 
rents de l'axe des æ, on aura 


au contraire, les deux longueurs r, s sont situées de deux côtés diffé- 


f 


u 


/"\ Le) 
Ts) —a+b où (r,$)—92r—(a+b}, cos(r,s) = cos(a + B), 


{x} r) (KES) = — 1; 


’ 


et, par suite, la formule (9) donnera 
(14) cos (a + b) = cos a cosb — sin a sin à. 


D'ailleurs, les formules (10), (11), ainsi établies pour le cas où chacun des 
angles à, b est positif et inférieur à r, continueront évidemment de subsister, 
si lon y fait croître ou décroître chacun de ces angles d’un maltiple quel- 
conque de r. Elles subsisteront donc pour des valeurs quelconques, positives 
ou négatives, de a et de b. Ajoutons que, si, dans les formules (10), (11), 


l'on remplace a par a, on en tirera immédiatement 


(12) sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a, 
(13) sin (a — b) — sin & cos b — sin b cos x. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons indiquer encore une nota- 
tion qui sera employée dans le cours de ce Mémoire, conjointement avec 
celles que nous venons d'établir, et qui d’ailleurs est, à peu près, celle dont 
Lagrange a fait usage, dans le tome IT de la Mécanique analytique (art. 48, 


page 6r). Afin de rendre les formules plus concises et plus faciles à retenir, 
nous désignerons généralement par 


[rs s] 
la surface du parallélopgramme que l’on peut construire sur les deux côtés 7, s. 
, ee A ! 2 ? \ LÉ 
d'un angle plan (r, s), réduits l’un et l'autre à l'unité, et par 


[r,s,t| 


Pris 


(12) 
la surface du parallélipipède que l’on peut construire sur les trois arêtes r, 5, £, 
d'un angle solide, réduites elles-mêmes à l'unité. D'ailleurs, on obtiendra 
sans peine les valeurs de 


[r, sh fn s,4]; 
en opérant comme il suit: 
Si, après avoir construit le parallélogramme dont les côtés sont r ets, on 
prend r pour base de ce parallélogramme , la hauteur sera représentée par le 
produit 


DAT 
s sin (r, s). 


Donc l'aire du parallélogramme sera proportionnelle, pour une valeur dé- 


RE ? S . , , Q 
terminée de l'angle (r,s), au produit rs, et représentée par l'expression 
: LAN 
rs:sin (r, $). 
Si, dans cette expression, l’on réduit chacune des longueurs r, s à l'unité, 
l'aire dont il s'agit deviendra 


(r4) [r,s] = sin (rs). 


Concevons maintenant qu'après avoir construit le parallélipipède dont les 
arêtes r,s,{ se coupent au point O, on élève, par ce point, des perpendi- 
culaires aux plans des trois angles 

LAN La\ PA) 
(s, ), ce r), (r, &; 


RE à, € 


et nomimons 


trois longueurs mesurées sur ces trois perpendiculaires, la premiére du 
même côté que l'arête r par rapport au plan de l'angle (5e, la seconde du 
même côté que l’arête s par rapport au plan de langle (Or), la troisième 
du même côté que l'arête £ par rapport au plan de l'angle (ras). Si l'on prend 
pour base de ce parallélipipède le parallélogramme qui a pour côtés r et s. 
et pour aire le produit 

rs sin (rs), 


la hauteur correspondante à cette base sera évidemment 


A 
tcos(t, T”). 


( 14) 


4 


Donc le volume du parallélipipède sera, pour des valeurs. déterminées des 


A A 5 de 
angles (r, s), (£, T'), proportionnel au produit rst, et ce volume sera exprimé 
ar le produit 
P r nr à F 
rstsin(r, s) cos (£, 7). 


Enfin, si l’on réduit chacune des longueurs rst à Punité, le volume trouvé 
deviendra 
: A A 
(15) [r,s,t] — sin(r,s) cos(t, T). 
On obtiendra de même, en échangeant les arêtes r, s, £ entre elles, deux au- 


tres valeurs de [r, s, £] qui seront, avec la précédente, données par la for- 
mule 


(16) [r,s,é] = sin (0 cos (r,R) 7 Si (QT) cos (ss }= sin (r,s) cos (t FE À 


c’est-à-dire, en d’autres termes, par l'équation (6) de la page 320 du 3° vo- 
lume. 
Lorsqu'on introduit dans le calcul les deux expressions 


rs], [r,s,é], 
l'aire du parallélogramme qui a pour côtés r et s, se trouve représentée par 
le produit 
(17) rs [r, sk 
et pareillement le volume du parallélipipède qui a pour arêtes les longueurs 
r,s,t, se trouve représenté par le produit 
(18) rst[r, s, (|. 


Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, qui ont pour 
côtés r'et s, étant entre elles dans le rapport de 1 à 2, l'aire du triangle sera 
représentée par le produit 


(19) e =rs(r,s]. 


Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont pour 
arêtes r,s et t, étant entre eux dans le rapport de 1 à 6, le volume du té- 
traèdre sera représenté par le produit 


(20) ë rst[r,s, #1. 


(54) 
En finissant, nous indiquerons un moyen très-simple de résoudre une 
question qu'il ne sera pas inutile detraiter ici, et nous rechercherons ce que 
devient Paire exprimée par la notation f{r,s], quand cette aire est projetée 


LAS 
sur un nouveau plan par exemple, sur le plan de langle (4, v). 
Supposons que , les longueurs 


PRE à 
étant toutes mesurées à partir de l’origine O, on nomme 
PS 
les projections absolues et orthogonales des longueurs 
r, S$ 
, A . |] . . 
sur le plan de l'angle (4, v); et soit t l'angle aigu compris entre les plans des 


deux angles (rs), (So) , ou ce qu'on appelle l’inclinaison de Fun de ces plans 


. 9 " 4 
sur l'autre. Si l’on projette sur le plan de l'angle (u,v) le parallélogramme 
qui a pour côtés r et $, l'aire de la projection sera 


| A 
pssin(p,c). 


Mais, d'autre part, on aura évidemment 


A un 
p=reos(rp},. e=scos(s;,c); 


donc Faire de la projection pourra être représentée généralement par le 
produit 


A MN HR, PN 
(21) rs cos (r, p) cos(s, 6) sin (p, 6). 


En réduisant, dans ce produit , r et s à l'unité, on obtiendra la projection de 

) La) ; De . . 
l'aire [r, s] sur le plan de l'angle (x, v). Gette dernière projection sera donc 
exprimée par le produit 

\ f A A D A \ 

(22) cos (r,p) cos(s,çs)sin (p, ç). 

Ce n'est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a pour côtés r et s étant 
représentée par le produit 

: LA) 
rs sin (r,, S), 


il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire même, ou, en 


(16) 


d’autres termes, par le produit (21), pour obtenir le rapport 


A A 
(23) cos (r, p)cos(s, c)sin(p,<). 
? 

sin (As) 


et l'on obtiendra encore évidemment le même rapport si l'on réduit à moitie 

l'aire dont il s’agit et sa projection, en leur substituant l'aire du triangle qui 

a pour côtés r, s, et la projection de l'aire de ce triangle. D'ailleurs, rien 

n'empêche d'attribuer aux côtés r, s des longueurs telles, que le troisieme 
. La LA 

côté du triangle devienne parallèle au plan de l'angle (4, v), par conséquent 


nm À: 
à la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (r, 5), {u,v: 
et si, en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle 


ce troisième côté, il se projettera en toute grandeur sur le plan de l'angle u, 5), 
pour y devenir la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection 
offrant des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des 
hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées sur 
des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent à la droite 


d’intersection des plans des deux angles (rs), CR le rapport de la seconde 
hauteur à la première sera précisément le cosinus de l'inclinaison des 
deux plans, c’est-à-dire de l'angle :. Donc le rapport (23) sera précisément 
égal à cos ce, et l'on aura, par suite, 


(24) cos ta p) cos (89) sin (659) = sin (r, s) cos €. 


En vertu de la formule (24), la projection de l'aire [r,s] sur le plau de 
L A A , , . / 
l'angle (,v) pourra être représentée non-seulement par l'expression (22, 
mais encore par le produit 


| Le) 
(25) sin(r,s)cose, 
ou, ce qui revient au même, par le produit 
(26) | [r, s] cos &. 


I y a plus : en substituant le produit (26) au produit (22) dans l'expres- 
sion (21), on obtiendra la suivante : 


(27) rs [rss] Cost, 


( 16) 
qui devra, comme l'expression (21), représenter la projection de l'aire 
AN 


rs{r, s], 


c'est-à-dire de l'aire du triangle dont les côtés sont ret s. On se trouve ainsi 
ramené par un calcul très-simple à cette proposition connue, que l'aire d'un 
triangle tracé dans un plan est à sa projection sur un autre plan, dans le 
rapport de l'unité au cosinus de l’angle aigu compris entre les deux plans. 

La formule (24) coïncide évidemment avec l'équation (8) de la Note in- 
sérée à la page 131 du 3° volume. Mais on doit observer que, dans cette 
Note, équation dont il s’agit, au lieu d’être démontrée directement, avait 
été déduite de la proposition même que nous venons de rappéler. 


SIL. — Sur les résultantes formées avec les cosinus des angles compris entre deux systèmes 
d'axes. 


Considérons dans un plan ou dans l’espace deux systèmes d’axes rectan- 
gulaires ou obliques, chaque système étant composé de deux ou trois axes 
seulement. Supposons chacun de ces axes indéfiniment prolongé dans une 
direction déterminée, qui sera celle d'une certaine longueur portée à partir 
d’une certaine origine O, sur l'axe dont il s’agit. Enfin, nommons 


Vs, S 08 Ts; 


les longueurs ainsi mesurées, à partir d’une même origine, ou à partir d'ori- 
gines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui compo- 
sent le premier système, et 


H,9 où zx,v,w 


les longueurs mesurées , à partir d’une même origine, ou à partir d'origines 
diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le 
second système. Les angles compris entre les axes du premier système et les 
axes du second système auront pour cosinus , si chaque système est composé 
de deux axes seulement, les quatre quantités comprises dans ce tableau : 


PA La 
cos(r,u), cos(r,v), 
(1) A A 
cos(s,u), cos(s, v); 


et, dans le cas contraire, c’est-à-dire dans le cas où chaque système serait 


(539) 


composé de trois axes, les neuf quantités 


A" Ca A 
; cos(r,u), cos(r,v), cos(r,w), 

Fur A LAN 
(2) cos(s,u), cos(s,v), cos(s,w), 


La) La) La) 
cos(é,u), cos(é,v), cos(é, w). 


D'ailleurs, on pourra former une résultante à deux dimensions avec les 
AR 

quatre termes du tableau (1), et une résultante à trois dimensions avec les 
neuf termes du tableau (2). Pour abréger, nous désignerons ces deux résul- 


tantes à l’aide des notations 
[rss uw: [rss t; W:4,w|, 


dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de quantités sépa- 
rées les unes des autres, non-seulement par des virgules, mais aussi par le 
signe ; interposé entre les deux systèmes. Il est vrai qu'au premier abord 
on peut être tenté de trouver ces notations trop semblables à celles que 
nous avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le 
. $ III, que cette similitude, loin d'être un inconvénient, est un avantage 
très-réel, et que les expressions 


IF2b in 6] 


se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus 


générales 
Le +: 4, v|, [r, sit Ua, w|. 


Les notations que nous venons de proposer étant admises, on aura géné- 

ralement 
La) Lai #N a) 
(3) [r, s; u,v]— cos(r,u) cos(s,v) — cos(r,v) cos(s, uw), 
et 
[r,$s €; u,v,w] = | 
Lai La) A La) La) 
cos(r, u)cos(s, #) cos(£, w) — cos(r, u) cos(s, w) cos (0) 
+ cos(r, w)cos(s,#w)cos(£, ) — cos(r, w)cos(s, uw) cos(t, w) 
La) LA) LA Ca) LaS A 
+ cos(r,w) cos(s, u) cos(£, #) — cos(r,#)cos(s, v)cos(s, u). 
D'ailleurs, les deux résultantes 
[r, s;.u,0], [ris;t; u,v,w], 
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gas 


(18) 

définies par les équations (3) et (4), jouissent de propriétés qu'il est utile de 
bien connaître, et que nous allons successivemeut énoncer. 

Observons d'abord qu'en vertu des formules (3) et (4), chacune des ré- 
sultantes 

Cross. , 0 tnt mt w] 

ne sera pas altérée, si l'on échange entre eux les deux systèmes d'axes, par 
conséquent les deux systèmes de longueurs 


rs ou: 
ou 
P, ES LRU, V5 
Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans changer de valeur 
numérique, si l'on échange entre elles deux longueurs mesurées sur deux 
axes appartenant au même système. On aura, par exemple, 


(5) [Sur us OVER Su, vl, 
et 
(6) [s,r,é; u,v,w] = — Tr,s,t; u,v,wl. 


Observons encore que chacune des résultantes 
DCE LP à OR LE PAS PE À 


changera toujours de signe , sans changer de valeur numérique , quand on y 
remplacera lune quelconque des directions 


Pass: ci de Via 


par la direction opposée. En effet, supposons que l'on substitue, par exem- 
ple , à la longueur r une longueur r', mesurée, comme la longueur r, à partir 
de l'origine O , mais dans une direction opposée à celle de r. Alors, dans les 
seconds membres des formules (3) et (4), les angles 


A" A A 
(ss : (rh x) 
se trouveront remplacés par leurs suppléments 
La) Lai 
(ou), (9), (rw); 


et puisque deux angles, dont l'un est supplément de l’autre, offrent, avec le 
même sinus, deux cosinus égaux, aux signes près, mais affectés de signes 


(19) 
contraires, il est clair que la substitution de r’ à r aura pour effet unique de 
changer le signe de chaque terme dans les valeurs des résultantes 
ISO MES, tu, 0, ww] 


On aura donc, par suite, 


(7) frs aol = (r, si u, o], 
et , 
(3) fr’, s, 1; u,v,w]=2T[r,g,t; u;e,.wk 


Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme fac- 
teurs dans la composition des divers termes des deux résultantes 


[r,s; u,v], [r,s,t; u,v, w|, 


ne varieront pas si l'on transporte parallèlement à lui-même chacun des axes 
. + 
sur lesquels se mesurent les longueurs 


loto na de ss ce 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
Théorème. Si les longueurs 


+ 


FsS5Bs Hi Vs W.. 


sont mesurées, à partir d'origines diverses, sur divers axes indéfiniment pro- 
longés dans certaines directions, on n’altérera point les valeurs des résultantes 


ÉRRE PP  A A PCT 


en transportant les axes dont il s'agit, parallèlement à eux-mêmes, sans 
changer leurs directions, de manière à donner pour origine commune aux 
diverses longueurs un point unique. 


Eu égard à ce théorème, nous supposerons, dans les $$ LEE et IV, les di- 
verses longueurs 


EL RRND,.: 


toutes mesurées à partir d'une seule origine O, qui sera le sommet commun 


des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont les arêtes coin- 
cideront avec trois de ces mêmes longueurs. 


Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux résul- 
tantes 


(rss; uv], [r,s,t; u,o,wl. 


«À 


(20) 

Une autre propriété remarquable de ces mêmes résultantes, c'est que la 

CE . na . k & A A Q * 
première ne sera point altérée si chacun des angles (r,s), (#,#) vient à 
tourner autour du point O, sans changer de valeur, dans le plan qui le 
renferme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si chacun 
des angles solides construits avec les arêtes r, s,t ou uw, v, w, tourne au- 
tour du point O, sans se déformer. Mais, pour établir plus aisément cette 
propriété, il convient d'examiner suecessivemeny le cas particulier dans le- 
quel un des deux systèmes d’axes 


Mr CH, 7, 
ou 


se compose d’axes perpendiculaires entre eux; puis le cas général où les 
axes de chaque système comprennent entre eux des angles quelconques. C'est 
ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants. 


$ III. — Détermination de la résultante construite avec les cosinus des angles que des axes 
quelconques forment avec d’autres axes perpendiculaires entre eux. 


+ 


Considérons d’abord, dans ‘un plan donné, deux axes indéfiniment pro- 
longés à partir d'un certain point O dans deux directions déterminées. 
Soient 


os 
deux longueurs mesurées dans ces deux directions à partir de l'origne O; et 


LA) 
supposons, dans le plan de l'angle (r, s), la position d’un point quelconque 
rapportée à deux axes rectangulaires des x, y, qui passent eux-mêmes par 
Porigine O. Enfin nommons 


X, Y 


deux longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des x, y, 
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les cosinus 
des quatre angles 


A A 
(r,x), (7, y) 

A A 
… (s, x), (S, Y) 


, A Let 
que formeront les deux côtés de l'angle (r, s) avec les deux côtés de l'angle 


(21) 
La) 
droit (x, y), et, par suite, la résultante 
(1) [r,'S5°x, y) —"c0s (ro x) cos (s 7 y) — cos (29) cos (s° x) 


construite avec ces cosinus, pourront être évidemment exprimés à l'aide des 
sinus et cosinus des seuls angles 


La) Lai 
(r, x), (s, y). 
Si, pour plus de commodité, on commence par supposer les longueurs r, 5, 


situées l’une et l’autre du côté des y positives, c’est-à-dire , en d’autres termes, 
du même côté que y, par rapport à l'axe des x, alors chacun des angles 


La) Pa) 
(y) (5,7) 
étant aigu offrira un cosinus positif; et, comme la valeur numérique de ce 


cosinus sera le sinus de l'angle formé par la longueur r ou s avec une direc- 
tion perpendiculaire à y, on aura 


A ; A A Pr 
cos(r, y) = sin(r,x), cos(s, y) =sin(s,x). 
Donc alors la formule (1) donnera 
ne A on A 
[r,s5 x,y] = cos(r, x)sin(s, x) — sin(r, x) cos(s, x), 
ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (11) du SE, 
La) LAN 
[r,s5x,y] = sinf(s, x) — (r, x)|]. 
Mais alors aussi , la différence 
Pi LAN 
(s, x) ŒEX (r, x), 
Là » La “ , 4 y À An e Le Lé 4 . 
égale, au signe près, à l'angle (r, s), sera positive ou négative, avec son si- 
nus, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétro- 


grade. Donc la dernière des formules obtenues pourra s’écrire comme il 
suit : 


(2) {r,s5 x,y]= (r sjsin (r s). 


D'ailleurs l'équation (2), ainsi établie pour le cas où les longueurs r, s seraient 
toutes deux situées du côté des y positives , continuera de subsister, en vertu 
de la formule (7) du $ IE, jointe à la formule (2) du $ I”, si l’on substitue à 
l'une des directions r, s la direction opposée r’ ou s’, située du côté des y 
négatives, et, par suite encore, si l’on substitue en même tempsr'àret s'às. 


(22) 

Donc la formule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra 

être située, comme l'on voudra, ou du côté des y positives, ou du côte 
Lai 

des J négatives. D'autre part, Ja quantité positive sin (r, $) représente préci- 

sément ce que devient la surface du parellélogramme construit sur les côtés 


Le A \ , , \ , °a/ 
r, s de l'angle (r, s), dans le cas où ces côtés sont tous deux égaux à l'unité, 
et l'expression 
(r, s) 


se réduit à +1 ou à —1, suivant que le mouvement de rotation de r en s 
est direct ou rétrograde, c’est-à-dire dirigé dans le sens du mouvement de 
rotation de r en s, ou dans le sens opposé. Cela posé, la formule (2) entrai- 
nera évidemment la proposition suivante : 
\ , à LAN 
1 Théorème. Étant donnés dans un plan, un angle droit (x, y), et un angle 


Ca . 
aigu , droit ou obtus (r,$), qui ont pour sommet commun le point O; si 
l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 


s 


x), (y), 
A A 
(S, x), G@: ÿ)) 


AN 3 
que formeront les côtés r, s de l’angle (r, s) avec les côtés x, y de l'angle 
LAN 
droit (x, y), la résultante 
rs: x, y], 
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que Îles 
mouvements de rotation de ren s, et de x en y, s’effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique 
A 
le sinus de l'angle (r,s), ou, ce qui revient au même, l'aire du parallélo- 
gramme que l’on peut construire sur les côtés r, s réduits l’un et l’autre à 
l'unité. 
Corollaire. Va valeur numérique de la résultante 


(ex, 71 


étant indépendante non-seulement de la position qu'occupent, dans le plan 
donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux longueurs 
x, y, mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation 


de x en y, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la simple 
notation 


fr, s1, 


dE 


(125 ) 
que l’on déduit de l'expression 
x, y], 


en y effaçant les deux lettres x, y, employées pour indiquer deux directions 
dont il n'est plus nécessaire de faire ane mention expresse. Alors l'équation (2) 
se trouve remplacée par les deux formules 


(3) RSA IETODIDNE 
: La) 
(4) [nsk= sin (rs), 
dont la seconde reproduit précisément l’une des notations admises dans 
le GE". 
Supposons maintenant que, le sommet O de l'angle (r,s) étant toujours 


pris pour origine des coordonnées, on rapporte la position d’un point quel- 
conque de l’espace à trois axes rectangulaires des x, y, z, dont les deux 


A 
premiers pourront être situés en dehors du plan de l'angle (r, s); et nom- 


mons 
RL, Ÿ, + 


trois longueurs mesurées, à partir de l’origine O, sur les trois axes des x, y,2, 
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Si l'on déter- 
mine les cosinus des quatre angles 
A me 
(r, x) à (r, ÿ)r 
AN Ca 
(sx), (sy); 
Il 4 » AN , , . A 
que formeront les côtés de l’angle (r, s) avec les côtés de l’angle droit (x, y), 
on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante 
La: La) La) La) 
[r, 53 x, y] = cos(r, x) cos(s,:y) — cos (r, y) cos (5, x). 
Si d’ailleurs, après avoir projeté les longueurs 
FE, 3 
sur le plan des x, y, on nomme 
P; $S 


deux longueurs nouvelles mesurées, à partir du point O, dans les directions 
mêmes des deux projections ou dans les directions opposées, on aura encore 


La 


LAN La\ PA\ 
[r,s;5x,y]= cos(p, x) cos(s, ÿ) — cos (p, y) cos (s, Y). 


(24) 
Mais, en vertu d'un théoréme connu et relatif aux plans qui se coupent à 
angles droits [voir le 7° théorème de la page 311 du 3° volume], on pourra, 
aux deux équations qui précèdent, joindre les formules 


7m La\ LAN La\ 
\ A 
cos ( ns) __ cos( m3) LE cos( p), cos GES _ cos(s,ÿ) LA 
cos(p,x)  cos(p, y) cos(s, x)  cos(s, y) 


puisque les plans projetants, c'est-à-dire les plans des deux angles 


(re); (8,5) 


seront tous deux perpendiculaires au plan de l'angle (xT y). Donc les deux 


équations dont il s’agit, combinées entre elles par voie de division, donne- 
ront 


Ps5x, y] 


La 
(eex, y) — cos (r, p) cos (s, 5), 


et l'on aura, en conséquence, 


(5) Pr 55 x, y] = [ps 65 x, yJeos(r,p) cos (65 €). 


Enfin, les directions p, s étant comprises dans le plan de l'angle (x, y), on 
tirera de la formule (2) 


LA) 


[rs5x, y] = (p,6) sin(p,e), 
et, par suite, la formule (5) donnera 
(6) [r,s5x,yl="{2 00 (p59) cos (re) cos (55). 


Rien n'empêche de supposer que les deux lettres 


Ps $ 


représentent en grandeur et en direction les projections absolues des lon- 
gueurs 
A: 


sur le plan des x, y. Si, pour plus de commodité, on adopte cette suppo- 
sition , les deux cosinus 


cos (r$p) , Cos (se) 


seront tous deux positifs, et pour qu'ils représentent les projections ab- 
solues p, s des longueurs r, s sur le plan des x , y, il suffira que chacune de 
ces longueurs se réduise à l'unité. Alors, le parallélogramme construit sur 


(25 ) 
ces deux projections p,s offrira une aire évidemment exprimée par le 
produit 


sin (655) cos (r,p) cos (r,2), 


puisque ce parallélogramme aura pour côtés 


". A 
cos(r,p), cos(s,cs);, 


et pour hauteur le produit 
PA LAN 


cos (s,ç)sin(p,s), 


quand on prendra pour base le premier côté cos(r;p). 

Quant au facteur (p, 5), il se réduira ou à +1, ou à — 1, suivant que le 
mouvement de rotation de pen & sera direct ou rétrograde, c'est-à-dire 
dirigé dans le sens du mouvement de rotation de x ou y, ou dans le sens 
opposé. D'ailleurs, p et s étant, par hypothèse, les projections absolues de r 
et de s sur le plan des x, y perpendiculaire à l'axe des z, il est clair que 
les mouvements de rotation de p en s et de r en s s’effectueront dans le 
même sens autour du demi-axe des z positives, c'est-à-dire autour de la di- 
rection z. Donc, si l’on adopte les définitions et notations proposées dans 
le $ [*, le mouvement de rotation de p en $ sera direct ou rétrograde dans le 
plan des æ, y, suivant que le mouvement de rotation de r en s autour de la 
direction z sera lui-même direct ou rétrograde dans l'espace, et l'on aura 


(7) (b;s)=(r,s,z); 


donc l'équation (6) pourra être présentée sous la forme 


; A A A 
(8) [r,s; x,y]=(r,s,z2)sin(p,s)cos(r,p)cos(s, si), 
et l’on pourra énoncer la proposition suivante: 
> Théorème. Étant donnés, dans l’espace, un angle droit (x°,y) et un 


LA) ; 
angle aigu, droit ou obtus (r,s), qui ont pour sommet commun le point O, 
si l'on détermine les cosinus des quatre angles 


Lai LAN 
(rx); (ny) 
La) LA) 
(s,x), (s,y) 
La: La) 
que formeront les côtés de l'angle (r,s) avec les côtés de l'angle droit (x, y}, 
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(26) 
Ja résultante 
Hésrxsv}, 
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que les 
mouvements de rotation de r en s et de x en y autour d'une direction z per- 


A L A 
pendiculaire au plan de l'angle (x, y), s’effectueront dans le même sens ou 
en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire du 


parallélogramme que l’on peut construire, dans le plan de l'angle (XV), sur 
les projections des côtés r,s, réduits l’un et l’autre à l’unité. On peut re- 
marquer d’ailleurs que ce parallélogramme est la projection de celui que l’on 
pourrait construire dans l'espace sur les côtés en question. 


» Concevons maintenant que, le même point O étant tout à la fois le 


sommet de l'angle (r,5) et de l'angle droit (x°y), on nomme 
[,m,n 


trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d'in- 


tersection des plans des deux angles (x), (rs), et les deux dernières sur 
des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux plans dont il s'agit. 
Supposons d’ailleurs, pour plus de commodité, chacune de ces perpendi- 
culaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation de 


: ; A 
x en y et de / en m soient de même espèce dans le plan de l'angle (x, y}, et 
que les deux mouvements de rotation de r en s et de L en n soient de même 


, A . , FRET 
espèce dans le plan de l'angle (r, s). On pourra faire tourner l'angle droit (x, y 
. ei “ , . . A D 
dans le plan qui le renferme, de manière à l'appliquer sur l'angle droit (Z,m), 
et à faire coincider les deux directions 
x4 vé 


la première avec la direction /, la seconde avec la direction m. Cela posé, 
on conclura du 2° théorème, que la valeur générale de l'expression 


(rss; x, Y] 


ne diffère pas de la valenr particulière qu'acquiert cette expression quand 
on y remplace x par /, ety par m. On aura donc généralement 


LOVE TE ER UTE É;m, 


(M) 


ou , ce qui revient au même, 


(HET. (r, L)cos(s° m) — cos(r, m) cos(s, L ). 


Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, n, dont 
chacune est perpendiculaire à la direction Z, sera lui-même perpendiculaire 
à L, et, par suite, à tout plan qui contiendra /, par conséquent au plan de 


| A j A A, 
l'angle (r,s), ou, en d’autres termes, au plan des deux angles (r,n),(s,n). 
Donc le théorème relatif aux plans qui se coupent à angles droits, le 7° théo- 
rème de la page 311 du 3° volume, donnera 


cos (r; m) —+ cos (rSn) cos (mon), cos (S°m) _. cos (s, n) cos CAD) 


En substituant ces valeurs de cos(r, m), cos(s,n) dans l'équation précédente 


[r, 55,34, y}=. cos (0) cos (sQm) — cos (rom) cos (1 ); 


et en ayant égard à la formule 


La) 
[r,s; l, n] = cos(r, L) cos (s° n) — cos (rn) cos (s,2), 
on trouvera 


NS RIVER, Ni] cos (mn). 


Enfin, puisque l'angle droit (/ 7) sera renfermé dans le plan de l'angle US s), 
et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation derenset de/'enn 
auront, par hypothèse, la même direction, le 1° théorème donnera sim- 
plement 

[r, 850, n]= sin (rs); 


et, par suite, la valeur générale de la résultante [r,s; x, y] pourra être ré- 
duite à 


La) La) 
(9) [r,s3 x, y]= sin (r,s) cos(m, n). 
. . A LA | ME Lu 
Donc, puisque sin (r, s) représente l'aire [r,s] du losange que l'on peut con- 
struire sur les côtés r,s réduits chacun à l’unité, on aura encore, dans 
l'hypothèse admise, 


(10) fr, 83 x, y] = [r,s] cos(m; n). 


? ? A . . 
Il est bon d'observer que l'angle (#,n), compris entre des droites m,n 


4. 


(28 ) 


menées, dans les plans des deux angles 


GPy), GS), 


perpendiculairement à la commune intersection / de ces deux plans, est 
égal ou à l'angle aigu qui mesure l’inclinaison du second plan sur le premier, 


ou au supplément de cet angle aïgu. Donc le cosinus de l'angle (m°n) doit 
être égal, au signe près, au cosinus de l'inclinaison mutuelle des deux plans 
dont il s’agit; et l'on peut énoncer encore la proposition suivante : 

» 3° Théorème. Tes mêmes choses étant posées que dans le 2° théorème, 
la résultante 

FAREE de y] 
/ 
aura encore pour valeur numérique le produit du sinus de l'angle (r, s) par 
le cosinus de l'inclinaison mutuelle des plans des deux angles (rs) et (x y). 
D'ailleurs, comme on l'a déjà remarqué, le premier facteur de ce produit 
est précisément l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les 
deux côtés r, s réduits l’un et l'autre à l'unité. 

Corollaire. Si, en supposant que l'angle droit (x y) et l'angle (rs) ont 
pour sommet le même point O, on nomme Tune longueur mesurée, à partir 
de ce point, sur une perpendiculaire au plan de l'angle (rss), l'angle (F2), 
compris entre deux droites 7°, z respectivement perpendiculaires aux plans 
des deux angles (x y), (5,8), sera évidemment égal où à linclinaison mu- 
tnelle de ces deux plans, ou au supplément de cette inclinaison; et, par suite, 
les cosinus des deux angles 


FX & SN 
(n,n), :{T, 2) 
offriront la même valeur numérique. Si d'ailleurs on suppose les directions 7 


? A , , be 
et z situées d’un même côté par rapport au plan de l'angle (r, s), les mouve- 
ments de rotation de r en s autour de la direction z, et de ren s autour de 
la direction Ts'effectueront dans le même sens; et l'on aura en conséquence 


LAC) ET CROPES LE 


Donc alors la résultante 
[r, S;X, y| , 


qui est, en vertu de la formule (8), une quantité affectée du signe de (r,s, 2), 
sera aussi une quantité affectée du signe de (r, s, 7”); et ce signe sera encore, 


à 


( 20 }) 
"4 A a £ ° . A , 
eu égard à l'équation (9), le signe de cos(m, n). On aura donc, dans l'hypo- 
thèse admise, 
La) LAN 
(11) cos(m,n) = (r,s, T')cos(T,2). 
Ajoutons que cette dernière formule continuera évidemment de subsister, si 


/ \ 
à la direction 7'on substitue la direction opposée, puisque alors l'angle (7°, 7) 
étant remplacé par son supplément, les deux facteurs du produit 


A 
(r, s, T')cos(FF 2) 

changeront de signe. La formule (11) se trouvant ainsi établie pour tous 
les cas, l'équation (9) donnera généralement 
UT ñ. 
(12) [r,ssxsyl=(r,s, T}sin(r,s)cos(7;2), 
ou, ce qui revient au même, 

U >, < 
(13) FMC D ES CEE du à Let oc dd 


Si maintenant on échange entre elles les trois directions x, y, z, en observant 
que les trois mouvements de rotation de x en y autour de z, de yen z au- 
tour de x, etdez enx autour de y, sont tous trois de même espèce, on obtiendra, 
au lieu de l'équation (12), deux équations du même genre, qui seront com- 
prises , avec elle, dans la seule formule 


. » Le ’ < de à 
[r, s53:2] Vs [r, 53 Bx] a [s5x, y] hs (r, $, T) sin (7, S). 
cos (T, x) cos (7, y) cos (7,2) 


(4) 


Considérons, à présent, outre les axes rectangulaires des x, y, 3, sur 
lesquels on suppose portées à partir de l’origine O les trois longueurs x, y, 7, 
trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés à partir 
du point O , dans des directions déterminées ; et nommons 


in A 


trois longueurs qui, ayant le point O pour origme , se mesurent dans ces trois 
directions. Les cosinus des neuf angles plans | 


A A A 
(x), (y), (52), 
A A A 
(sx); (sy), (5,2), 


(30) 


que formeront les directions r, s, & avec les directions x, y, z, seront les élé- 
ments de calcul qui entreront dans la composition des trois résultantes à deux 
dimensions : 
è - US A. A A 
[r,s3 y,2] = cos(r, y) cos{(s, z) — cos(r, z) cos (s, y), 
LA LAN LAN LAN 
(15) | [r,s3 z, x] = cos(r, z) cos(s, x) — cos(r, x) cos (s, z), 
AN AN Pa) PA 
[r,s; x, y] = cos(r, x) cos(s, y) — cos(r, y) cos (s,.x), 


et de la résultante à trois dimensions 


[r,ssé;x, y:r= 
LA Ca A A A RES 
cos (r, x) cos (s, y) cos (£, z) — cos (r, x) cos (5, z) cos (£, y), 
(16) A ” A A A A 
cos (r, y) cos (s, z) cos (£, x) — cos (r, y) cos(s, x) cos (£,z), 
La) A A La A La 

cos (r, z) cos (s, x) cos(£, y) — cos(r, z) cos(s, ÿ) cos (£, x). 
Or, en vertu des formules (15) et (16), on aura évidemment 

FORT ARE SA 


(17) * 


2). 


D'ailleurs, si l'on nomme 7° une longueur mesurée, à partir du point O, 


[r,s; y,2] cos (é,>) +[r,s;2,x| cos(£, y) + [r,s; x, y]cos( 


sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r,s), les valeurs des expressions 
tr, 56 ÿ>2); (53 zx], {rs #3 x, y| 
pourront être déduites de la formule (14), et de cette formule combinée avec 
l'équation (17), on tirera la suivante : 
t; st à 
fr, Syt; X;Y; z] ses T') sin (r, s). 


AN LA) LAN LAN PaN 
cos (£, x) cos(T, x) + cos(r, y) cos(T, y) + cos(s, z) cos (92) 


Donc, en observant que, dans cette dernière, le dénominateur du premier 


? ‘ LA) 
membre est précisément égal à cos (4, 7’), on trouvera 


T,S t'; X #& Ï 4 
[r,s,t; - > bals (r,s, T) sin (r,s), 
cos(t, T') 
et, par suite, 


(18) (7, s,€5 x,y,2F = (ré Tin (rs) cos (é D, 


Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur 7 soit située du 


(31) 
La) 
même côté que la longueur # par rapport au plan de l'angle (r,s), les deux 
mouvements de rotation de r en s autour de #, et de r en s autour de 7° 
s'effectueront dans le même sens; en sorte qu'on aura 


GT je (ot) 
Alors aussi , dans l'équation (18) réduite à la formule 
(19) [r,s, #5 x,Y,2] = Gysythsin (rs) cos ET), 


le facteur cos CA T') sera positif, puisque l'angle ch T') sera aigu; et, par 
suite, le produit 
LA) La) 
sin (r,s) cos (#£, 7°) 


représentera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur les 
arêtes r, $, £, supposées toutes réduites à l'unité [voir le $ I]. Quant au 


facteur 
(r, S, t) , 


il se réduira ou à +1, ou à — 1, suivant que le mouvement de rotation de r 
en s autour de t, étant direct ou rétrograde, sera ou ne sera pas de l'espèce 
du mouvement de rotation de x en y autour de z. Donc la formule (10) 
entraînera la proposition suivante : 

e Théorème. Étant donné dans l’espace un angle solide dont les arêtes x, 
Y,z, mesurées à partir du point fixe O , sont perpendiculaires entre elles, et 
un autre angle solide dont les arêtes r, s, { se coupent, au même point O, sous 
des angles quelconques, si l’on détermine les cosinus des neuf angles 


A n A 


(rx), (y) (7,2), 
x, (y) (7. 


que formeront les arêtes r, s,4 avec les arêtes x, y, z, la résultante 


Drièÿs *;ÿ 2) 


construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou | négative , Suivant que les 
mouvements de rotation de x en y autour de z, et de r en s autour de #, s'ef- 
fectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura 


‘d ( 32 ) 
pour valeur numérique le volume du parallélipipéde, que l'on peut con- 
struire sur les arêtes r, s, £ réduites chacune à l'unité. 
Corollaire. La valeur numérique de la résultante 


: (Re ras W 3] 


étant indépendante non-seulement de la position qu'occupent , dans l’espace, 
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs 


X,Y,Z; 


_ mais encor> du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de x 


en y autour de z, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la 
simple notation ! 


[r, S ;, t | ; 
que l’on déduit de l'expression 


fr, s, lt; X,Y; z|, 


en y effaçant les trois lettres x, y, z, employées pour indiquer trois di- 
rections dont il n’est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors 


l'équation (19) se trouve remplacée par le système des deux formules 


(20) (SES XV 2er (rs, 4) 4r,8,4]. 
(21) ETS 2 (rss) cos TT), 


dont la seconde reproduit précisément l’une des notations admises dans le 
$ Ier. Ajoutons que, si lon nomme 


RIT 


trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux plans 
des trois angles ; 

A 
Fr, 


s), 


PAS FAN 
(s,6), (,r), 
à partir du point commun aux trois arêtes 
LR AE 


et situées, par rapport à ces plans, des mêmes côtés que ces trois arêtes, on 


pourra joindre à l’équation (21) deux autres équations qui seront comprises, 
avec elle, dans la seule formule 


(22) [r,s,€] = sin (2) cos (SR) = Sin (or) cos (TS Ts sin (r,$) cos (é, L 


[voir le $ Le]. 


(33) 


En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théo- 
rèmes 1, 2 et 3, la valeur de la résultante 


[2,85 x, 


dépend uniquement de l'angle (rs) , de l'inclinaison du plan de cet angle sur 
le plan de x, y, et du sens dans lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en s ou de x en y. Pareillement, il suit du théo- 
rème 4, que la valeur de la résultante 


PORTE PE PR AE A 


dépend uniquement de la forme de l'angle solide qui a pour arêtes x, y,z, 
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de £, et de x en y autour de z. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 


5° Théorème. Les longueurs 
y SL; X,Y,2 


étant mesurées , à partir d'une même origine O, les trois premières dans des 
directions quelconques, les trois dernières sur des axes perpendiculaires 
entre eux, on n’altérera point la valeur de la résultante 


[,s3 x, y}, 


J 


en faisant tourner autour du point O chacun des angles 


A A1. 
(r,s), (x, y), 


supposé d’ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de 
la résultante 


Le Syl; X, Y: 2}, 


2 


en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r, s, #; et, d'autre part, 
les longueurs x , y, z. 

Les résultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient 
déjà connus. Mais les formules à l’aide desquelles on les exprimait, n'of- 
fraient pas toute la précision que l'on pouvait désirer, puisqu'elles renfer- 
maient des doubles signes dont la détermination dépendait de certaines 
conditions qu'il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d’énoncer 

Ex. d’An. et de Ph.math., T. IV. (37° livr.) 5 


à part. L'adoption des signes 
(r, s)} (ns; #6) 


propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduction de 
ces signes dans les formules font disparaître l'inconvénient que nous venons 
de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle facilité l'usage de ces 
mêmes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent com- 
plétement les valeurs des résultantes analogues à celles dont nous venons de 
nous occuper, mais relatives à deux systèmes quelconques d’axes rectangu- 
laires ou obliques. 


à 


$ IV. — Détermination de la résultante construite avec les cosinus des angles que des axes 
donnés forment avec d’autres axes rectangulaires ou obliques. 


Considérons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, indéfini- 
ment prolongés , à partir d’une même origine O, dans des directions déter- 
minées sur lesquelles se mesurent, à partir du point O, pour le premier 
système, les longueurs 

He OU LE. 


et, pour le second système, les longueurs 
U,Ÿ OÙ U,V,w. 


Si l'on suppose chaque système composé de deux axes seulement, les 


longueurs 
FSU Ho v, 


mesurées sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles un 


angle plan 


(r, s) ou (UT o); 
et les cosinus des quatre angles 

A La) 
(r,u), .(r,v), 

a A 
(s, u), (s, ) LES 


que formeront les directions r, s avec les directions 4, v, seront les facteurs 
qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante 


” 1 LAN Lai A Lai 
(1) [rss; PA = cos (r,u) cos (r,#) — cos(r,v) cos(s, w), 


Léa: :1À D'AT NMETT TE 


(35) 


Or la valeur de cette résultante pourra être présentée sous une forme très- 
simple, si les deux angles 
LA\ LA\ 


(r,s), (u,v) 


étant renfermés dans un même plan, l’une des directions r, s est perpendicu- 
laire à l’une des directions #, v, en sorte qu'on ait, par exemple, 


A T 
UUEESS 


En effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera 
LAN 
cos(r,#) — 0, 
et, par suite, la formule (1) donnera 


[r, su, v| = cos (rw) cos (s,v). 


Or, la direction y étant perpendiculaire à la direction r, on pourra, dans les 
formules (4) du $ I*', remplacer non-seulement 7 par s ou par w, mais en- 
core xety parr et s;et, par suite, en considérant comme direct le mouve- 
ment de rotation de r en », on aura 


cos (ir) = (u,v) sin (uv) 21008 ($, #) = (r,s) sin (es). 


Donc la valeur trouvée de fr, s; uw, v] pourra être réduite à 
, DE A 
(2) [r,s; u,v] = (r,s) (uw, v) sin (r,s) sin (w,v). 


Observons d’ailleurs que la formule (2) continuera évidemment de subsister, 
si l'on considère comme direct, non plus le mouvement de rotation de r 
en y, mais le mouvement de rotation de v en r; car, pour passer d'un cas à 
l'autre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui n'al- 
térera pas leur produit. Ajoutons qu’en vertu de la formule (5) du $ I, 


jointe à la formule (1) du SI‘, l'équation (2) subsistera encore, si lon y 


échange séparément ou simultanément r avec s et w avec v. Elle subsistera 

donc, non-seulement quand r sera perpendiculaire à v, mais encore toutes 

les fois que Pune des directions r, s sera perpendiculaire à l’une des direc- 

tions w,v. Il y a plus: on peut affirmer que la formule (2) subsiste géné- 

ralement, quelles que soient dans le plan donné, c’est-à-dire dans le plan 
5. 


(36) 
d d La) \ A % . . 
es deux angles (r,s), (w,v), les directions des longueurs 
r,S,U,. 


C’est effectivement ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. 

Rapportons la position d’un point quelconque, dans le plan donné, à 
deux axes rectangulaires des x et y, qui passent par l’origine commune O 
des quatre longueurs r, s, u, v; et nommons 


2, 


deux autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces deux axes in- 
définiment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des quatre 
cosinus renfermés dans le tableau 


A Ne. 
’ cos(r,u), cos(r,v), 
A Cas AA 
Cus(s,u), cos(s,v) 
sera déterminé par une équation de la forme 
LAN LAN AN LA) A 
(3) cos(r,u) — cos(r, x)cos(u, x) + cos(r, y)cos(u, y); 


et, en conséquence, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira 
d'ajouter entre eux les deux termes renfermés dans une même ligne horizon- 
tale du tableau 
PA) A 
cos(r,x), cos(r,y), 


LA) A 
cos(s,x), cos(s, y), 


après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de 
l'une des lignes horizontales du tableau 


A 1x. 
cos(u,x), cos(u,y), 
La AN 
cos(v, x), cos(v, y). 
Cela posé, en ayant égard au théorème général sur les produits des résul- 
tantes [voir le 2° volume, page 167], et en appliquant ce théorème aux 
quatre équations semblables entre elles, qui seront de la forme de l'équa- 
tion (3), on trouvera 


(@) Es; u,v)=fns; xylev; x,vl 


(37) 
Or, à l’aide de l'équation (4), que l'on peut aussi présenter sous la forme 
A PUR UE) 
(5) PA 3, Ye Pet 


on étendra facilement la formule (2) à tous les cas possibles. En effet, on 
pourra d’abord, en particularisant les directions z et v, tirer de l'équation (5) 
la valeur defr, s; x, y]. Si, pour fixer les idées, on suppose perpendiculaire 
à r, et u à y, on tirera de la formule (2), déja démontrée dans le cas où r est 
perpendiculaire à », 


[r,s; u,v] = (r,s)(u,v)sin (rs) sin (a, v|; 


et, eu égard aux conditions 


A T 


. A 
(y) =: sim(x;v)= 1, (a, ver 
On trouvera de même, puisque w est supposé perpendiculaire à y, 


LAN 
[u,v;, x,y] = (u,v)sin(x,v); 
uis. en substituant les valeurs ici trouvées des deux résultantes 
puis, L 


[Rues me No Mouv 


dans le second nombre de la formule (4), on obtiendra l'équation 


(6) HUM KV Rs (rs) ” 


que l'on pourrait, au reste, comme on l’a vu dans le IE, établir directe- 
ment. Enfin, si l'on substitue dans le second membre de l'équation (4), la 
valeur précédente de [r, s; x, y], et la valeur semblable def, v; x, y], qui 
seront encore données par la formule 


A 
[u,v; x, y] = (w,x)sin(u,v), 
quelle que soit la direction attribuée à , on sera immédiatement ramené à 


l'équation (2), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient, dans le plan 
donné , les directions des quatre longueurs | 


ARS DU 
Il est bon d'observer que le produit 


(r, s) (u,v), 


(38) 
renfermé dans le second membre de la formule (2), se réduit simplement à 
+1 ou à —1, selon que les mouvements de rotation de r en s et de w en v 
s'effectuent dans le même sens ou en sens contraire. Quant aux facteurs 


à A à ; PA 
sin(r,s), Sin(z,v), 
ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que l'on peut 


construire sur les côtés des deux angles plans (rs), CR e), en supposant 
chacun de ces côtés réduit à l'unité. 
Cela posé, la formule (23) entraînera évidemment la proposition suivante : 
1% Théorème. Étant donnés, dans un plan, deux angles 


(rs), CA v), 


si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 
PA AY 
Wa), (r,v), 
LA! # 
(s,u), (s,v) 
que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés , la résultante 


Fat PA 


construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, selon que les 
mouvements de rotation de r en s et de x en + s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique le 
produit des sinus des deux angles donnés, ou, ce qui revient au même, le 
produit des aires des deux parallélogrammes que l’on peut construire sur 
les côtés de ces deux angles, en supposant ces côtés réduits à l'unité. 
Corollaire. Si, comme nous l'avons déjà fait dans le $ HIT, on désigne par 


fr, s] 


l'aire du parallélogramme qui a pour côtés les longueurs r, s réduites à 
l'unité, on aura 
. A . A 
(8571 dt, 9), [#0] ='sin (ve, v), 
et la formule (2) pourra s’écrire comme il suit : 


D - fs3 u,0] = (7,5) (a, #) fr, s] Le, eo. 


( 39 ) 
Supposons maintenant que les deux angles 


A /\ 


(r,s), (u,v), 


ayant pour sommet commun le point O, cessent d’être situés dans un même 
plan; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rappor- 
tons la position d'un point quelconque de l’espace à trois axes rectangulaires 
des x, y, , dont les deux premiers soient renfermés dans le plan de l’angle 
(u, v); et nommons 

LU 


trois longueurs mesurées à partir de l’origine O, sur ces trois axes indéfini- 
ment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Chacune des direc- 


tions w, # étant comprise dans le plan de l'angle droit (xŸ y), la formule (3) 
et celles qu'on en déduit en remplaçant séparément ou simultanément r par s 
et 4 par », continueront encore de subsister [voir le théorème 6 de la page 311 
du 3° volume), et entraîneront encore avec elles l'équation (4), en sorte qu’on 
aura 


(4) MS a EME] fu,» ; X, |. 


De plus, l'angle (u,v) étant compris dans le plan de l'angle droit (x, y), la 


formule (6) donnera 
[u,v; x, y] = (&,v)sin (uv). 


D'ailleurs, si l'on adopte les définitions et notations proposées dans le $ I”, 
le mouvement de rotation de x en v sera direct ou rétrograde dans le plan 


des x, y, suivant que le mouvement de rotation de w en v autour de la 
direction z sera direct ou rétrograde dans l'espace. On aura donc 


(u, v) no (u, ÿ, 2); 


et, par suite, la valeur trouvée de la résultante [u,v; x, y] pourra être pré- 
sentée sous la forme 


(8), 4 [u,v; x,y] = (u,v,7)sin(u, »). 


Enfin si, pour plus de commodité, on suppose la direction y, c'est-à-dire la 
direction du demi-axe des y positives, fixée de telle sorte que le mouve- 
ment de rotation de x en y s'effectue dans le sens du mouvement de rotation 
de w en v, alors l'expression (4, v) ou (w, v, 2) étant réduite à l'unité, on aura 


(40 ) 
simplenient 


(9) | [u,v; x,y] = sin(u,v). 


Quant à la valeur de la résultante [r,s; x, y], elle pourra être déduite de 
l'une quelconque des formules (8) et (9) du $ IL. En effet, soient 


Pr S 


. . A 
les projections absolues des longueurs r, s sur le plan des deux angles (4, v), 
La) 
(x, y). Soient encore 
l,m,n 


trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d’in- 
La) La 
tersection des deux angles (r,s), (u,v); la seconde sur une perpendicu- 


L , \ , LA LA: 
laire menée à cette droite, dans le plan des deux angles (u,v), (x, y), et 
dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en m soit de 
l'espèce du mouvement de rotation de x en y; la troisième sur une per- 


. . , N . A s $ , 
pendiculaire menée à la droite Z, dans le plan de l'angle (r, s), et dirigée 
dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en 7 soit de l'espèce du 
mouvement de rotation de {en n. Enfin, soit 7° une longueur mesurée, à 


partir du point O, sur une perpendiculaire au plan de l’angle (rs). On aura, 
en vertu de la formule (8) du $ HT, 


(10) rss ay) =: (6, 2)sin (p5 6) cos (r5p) cos (s,e): 


puis, en supposant que, dans le plan des x, y, les mouvements de rotation 
de x en y et de w en v sont de même espèce , on aura encore, en vertu de Îa 


formule (9) du paragraphe cité, 
(11) IN SFR, VI 0 (r,s) cos (mon). 


Cela posé, si l'on substitue dans l'équation (4), avec la valeur de [4,v; x, y] 
tirée de la formule (8), la valeur de [r,s; x, y] tirée de la formule (10), 
ou, avec la valeur de [z, v; x, y] tirée de la formule (9), la valeur de 
(r, s; x, y) tirée de la formule (11), on obtiendra l’une des équations 


ST TES he 


: A Ai 
(12) (FSU, SET, (4,9,3) sin (a? v) P,S) cos (r,p) cos (s,<), 


(13) ES: 4;ÿP= sin (r,s) sin (uv) cos(m, n). 


(4) 
H est bon d'observer que, si l’on désigne, comme plus haut, par la nota- 
tion [r, s] l'aire du parallélogramme que l’on peut construire sur les côtés r,s 
réduits l’un et l’autre à l'unité, la formule (13) donnera 


(14) fr, SE Uy 0 = [r,s] [u,v] cos(m°n). 
Ajoutons que, dans la formule (12), le produit 
sin (pe) cos (r,p) cos (s5<) 


représentera précisément la projection de la surface [r, s] sur le plan de la 
surface [w, v]. Cela posé, les propositions qui se déduiront de la formule (12), 
puis de la formule (13) ou (14), et qui seront analogues aux théorèmes 2 et 3 
du $ IT, pourront évidemment s'énoncer dans les termes suivants : 


2° Théorème. Étant donnés, dans l’espace, deux angles 
Lai La) 
A {0 PE CR 


si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 


. (ru), | (r/%) : 
(Gu), (5%), 


\ 


que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante 
[r >S3 U, v| , 


construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les 
mouvements de rotation de r en s, et de w env, autour d’une droite perpendi- 


AU | , 
culaire au plan de Pun des angles (r, s), (u,v), s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraires. De plus, si dans les plans des deux angles 


(5), (Sv), 


on construit deux parallélogrammes qui aient pour côtés les longueurs 7 
et s, ou z et y, réduites chacune à l'unité, la résultante [r, s ; x, v] aura pour 
valeur numérique le produit de l'aire du premier parallélogramme par la 
projection de l'aire du second sur le plan du premier. 


3° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2° théorème, la 
résultante [r, s; w, v | aura encore pour valenr numérique le produit qu'on 
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obtient en multipliant les aires 


ul: el 


des deux parallélogrammes ci-dessus mentionnés , par le cosinus de l'angle 
aigu que les plans de ces deux parallélogrammes forment entre eux. 


Il ne sera pas inutile d'indiquer une forme digne de remarque, sous la- 
quelle on peut présenter la formule (14). Concevons que des deux angles 


[rs s] D col 


ayant pour sommet commun le point O, on élève, à partir de ce point, deux 
perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons 


1, 


LL 


_ deux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires, dans 
des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement de rotation 
de x en y autour de la direction z, on aura [voir la formule (8) du $ HT] 


cos (mn) = (r,s, T°) cos ét z). . 


D'autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de x en v autour de 
la direction z sont dirigés dans le même sens, comme le suppose la for- 
mule (14), on aura encore 
iv ÉD 
et, par suite, - | , 
cos(m,n)—(r,s, T'}(u,v,z) cos(T, z). 
Enfin, les directions z et 7 étant toutes deux, par hypothèse, perpendicu- 


. Le j A UN .. . Là ? 
laires au plan de l'angle (u,v) ou (x, y), coincideront ou seront opposées l'une 


à l’autre; et, par suite, le produit 
(u,v,z) cos (7,2) 


ne pourra être altéré par la substitution de à z, puisque cette substitu- 
tion, si elle modifie les deux fonctions 


(u,v,2), cos(Tz2), 


(431) 


aura pour effet unique de changer le signe de chacun d'eux. On aura donc 
Le) 
(u,9,z) cos ( T2) = (u,v, W)cos(T°W ), 
A ’ . . « 
et la valeur trouvée de cos (m,n) pourra s’écrire comme il suit : 


(15) _cos(mn)=(r,s, T'}(u,v, 7) cos( TW) 
Or, eu égard à cette dernière formule, l'équation Gr 4) donnera 
(16) [r,s; u,v]=(r,s, Th{(u,v, W)[r,s][u, vo] cos ( TW). 


Ajoutons que chacune des formules (12), (13), (14),(16) comprend évidem- 
ment, comme cas particulier, la formule (7). 


mn 

Si, à partir du sommet de l'angle (r,s) on mesurait, dans une direction 
quelconque, une longueur t, alors, en faisant coïncider x avec r, et vavect, 
on tirerait de la formule (13) 


45) 173.85 7 t| = sin (rss) sin (re) cos (mn), 


et comme on aurait 


La) 
(r,r)=0o, cos (57) 2$ 1; 


par conséquent, 


és rél=:cos (54) — COS (rs) cos (rt), 
la formule (15) donnerait 


A fN A EN, RC NS A 

(18) cos(s, t) — cos(r,s) cos(r,£) = sin (r,s)sin(r,t) cos(m, n). 

Mais alors aussi, m,n étant deux longueurs mesurées perpendiculairement 
t A A 

à r, dans les plans des deux angles (r,£), (r,s), la première du côté de £, la 


? A . ’ 1 
seconde du côté de s, l'angle plan (r,s) serait la mesure de l'angle dièdre 
adjacent à l’arête r, dans l'angle solide qui aurait pour arêtes r, s, t. Donc, 
en nommant &, b, c les trois angles plans 


GS, (En), (rs), 


et æ, 6,77 les angles dièdres opposés à ces angles plans dans l'angle solide 
» 6. 


(44) 


dont il s'agit, on verrait l'équation (18) se réduire à la formule 


cosa — cos b cos c = sin bsin c cos &, 


que l’on peut considérer comme l'équation fondamentale de la trigonométrie 
sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans la formule (13). 

Considérons à présent, dans l’espace, deux systèmes d’axes dont chacun se 
compose de trois axes indéfiniment prolongés, à partir d'un certain point O, 
dans des directions déterntinées. Les longueurs 


DS, OU LU PP, 


# 
mesurées, à partir du point O, dans ces mêmes directions, pourront être 


regardées comme les trois arêtes d’un angle solide, et les cosinus des neuf 
angles plans 


(au), (nv), (nw), 
(sy2) \ (sv) 3-08 1 w), 
(uw), (£»), (£5w) 


que formeront les directions r, s, £ avec les directions z, v, w, seront les fac- 
teurs qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante 


(rs, €; u,uwl = 


Lai LeN LA) La) A A 
cos es u) cos Sa p) cos (£,w) — cos(r, u) cos(s,1w) cos (é, v) 

(19) A A, An n" 
—— cos (1 ÿ) cos, (5: 7) cos(£,u) — cos(r, ÿ) cos(s, u) cos(£,w) 

Lai A La) La) 
+ cos (r,#) cos(s, Du) cos(t, v) — cos(r,w) cos (s, #) cos (4, uw). 


Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très-simple, si 
l'une des directions w, v; w est perpendiculaire à deux des directions r, s, #, 
en sorte qu’on ait, par exemple, : 


L4 PA\ T A 
(rw) = (sw) => 
En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura 


AN! 
cos (r,w) — 0, cos (5, w) 0: 


( 45) 
et, par suite, l'équation (19) donnera  , 
à la: 
(20) [r,s,t; u,v,w]=—=fr,s; u,v] cos (£,w); 
puis, en désignant par 


‘ SEA» 4 


deux longueurs mesurées, à partir du point O, sur des perpendiculaires aux 


plans des deux angles 
LAN 


LA) 
(r. ? s) ? (&, v) ’ 
on tirera de la formule (20), jointe à l'équation (16), 


La) 


) frs,t;u,v,w|=(r;s, D \Use, main (5) bal o 0) conf w) cos(7, WW). 


D'ailleurs, la direction w étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi que 7, 
aux directions r et s, se confondra ou avec la direction 7°, ou avec la direc- 
tion opposée à 7° 


Donc, si dans le produit 
cos (w) cos ( ÉW ) 


on échange entre elles les deux lettres # et T, cet échange laissera intacte 
la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront subir d'autre 
modification qu'un changement de signe opéré simultanément dans l'un et 
dans l’autre. On a donc 


cos ie) cos ( a W)= cos (é, T°) cos (ww) WW), 


et, par suite, la formule (21) pourra s’écrire comme il suit : 


* 4 PSE A A 
(22)fr,s,t;u,v,w]=(r,s, T)(u,v, HF }sin(r,s)sin(a,v) cos(+, T')cos(w, FF . 
Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longueur 7° située, 


par rapport au plan de l’angle (55), du même côté que la longueur #, et la 


longueur W située, par rapport au plan de l'angle (u+ 9), du même côté 
que la longueur w. Alors non-seulement on aura 


GesTh=(r, st), (0,0, MY= (u;v, w); 


mais de plus, en désignant, comme on l'a déjà fait, par {r,s, #] la valeur du 


(46 ) 


parallélipipède qui aurait pour arêtes les longueurs 7, 5, é réduites chacune à 
l'unité, on aura, en vertu de la formule (21) du $ IT, 


[r,s, t] = sin (rss) cos(s, 20): lise, w] = sin (ue) cos GW ). 
Donc la formule (22) donnera 
(3) "SE av, ms 1) D.) [r,s,t][u,v,wl|. 


On doit observer qu’en vertu de la formule (5) du $ I, jointe à la for- 
mule (6) du $ If, l'équation (23) ne sera point altérée, si l’on y échange sé- 
parément ou simultanément , d’une part, r avec s ou #, d'autre part, w avec u 
ou #. Donc l'équation (23) se vérifiera, non-seulement quand #w sera perpen- 
diculaire à r et s, mais encore quand l’une quelconque des trois directions 


U, 0, w 
sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions 
ie ? 


Il y a plus : on peut affirmer qu'elle subsistera généralement, quelles que 
soient les directions 
r,S,1; W, 0, W, 


C’est, du moins, ce que l’on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. | L 

Rapportons la position d’un point quelconque, dans l’espace, à trois axes 
rectangulaires des x, y, z qui passent par l'origine commune O des six 
longueurs 

r,S,l; U,0,Ww; 
et nommons 
X, Yo Z - 

trois autres longueurs mesurées, à partir du point O, sur ces trois axes 


indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des neuf 
cosinus renfermés dans le tableau 


La) PAS x LA 
cos(r,u), cos(r,v), cos (r,w), 
Lai A 


(47) 


sera déterminé par une équation de la forme 


(24) cos (ru) — COS (x) cos (9x) + cos (r, y) cos (u°Y) + cos (r92) cos (2) = 


et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira 
d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une même ligne 
horizontale du tableau E 


LA) A A 
cos(r,x), cos(r,y), cos(r,2), 
Pa LA) 
cos (sx), cos(s,y), cos(s,z), 
A ; A A 
cos(£,x), cos(é,y), cos(£,z), 


après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de 
l’une des lignes horizontales du tableau 


LAN La) LA\ 
cos(u,x), cos(u,y), cos(u,z), 
A A 
cos (p, x) y cos(v, y), cos(v,z), 
LAN So La) 
cos(w,x), cos(w,y), cos (w,z). 


Cela posé, en ayant égard au théorème général sur les produits des résul- 
tantes [voir le deuxième volume, page 167), et en appliquant ce théorème 
aux neuf équations semblables entre elles ls seront de la forme de l'équa- 


tion (24), on trouvera 
h | 6 è — “ . 7 
(25) (ei vi ml St MOVIE PTE, 51 RUR2E 
Or, à l’aide de l'équation (25), que l’on peut aussi présenter sous la forme 


[r, syjt; u,v, w| 


@8) Pb LM AE Goes sa) 


on étendra facilement là formule (23) à tous les cas possibles. En effet, on 
pourra d’abord, en particularisant les directions 4, v, w, tirer de l'équa- 
tion (26) la valeur de fr, 5, #; x, y,z2]. Si, pour fixer les idées, on suppose la 
direction # perpendiculaire aux deux directions r, s, et la direction v 
perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera de Ja formule (23), déjà 


(48) 
démontrée dans le cas où w est perpendiculaire à retàs, 
| [r, 5,65 u,v, w] = (r,s, t) (@, v,w)[r, s, #1] [u, v, w]; 
et, eu égard aux conditions 
(x, y;2)e 1, [x, Y; z2| = 1, 

on trouvera de même, puisque » est supposé perpendiculaire à x et à y, 

Lu, v,w; x,y,2] = (u,v,w) [u,v, wl; 
puis, en substituant les valeurs ici trouvées de 

[ra,45 4, v, w], [æ, », W5 X, 2], 

dans le second membre de la formule (26), pu obtiendra l'équation 
(27) fr, s,6, x,y,z]=(r,s,€){r,s,t], 


que l’on pourrait, au reste, comme on l’a vu dans le $ HE, établir directe- 
ment. Enfin, si l’on substitue, dans le second membre de l’équation (25), la 
valeur précédente de [r,s,t; x, y, z], etla valeur semblable de[w,v,w; x, y,z], 
qui sera encore donnée par la formule 


[u, v,w; x,y,2]=(u,v,w)[u,v,w], 


quelle que soit la direction attribuée à v, on sera immédiatement ramené à 
l'équation (23), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient les directions 


r,S,t; U, 0, W. 
Il est bon d'observer que le produit 
(r,5, t) (u,v, w), 


renfermé dans le second membre de la formule (23), se réduit à + 1 ou à —1, 
selon que les mouvements de rotation de ren s autour de t, et de uen v 
autour de w, seffectuent dans le même sens ou en sens contraires. Quant aux 


facteurs 
[r, s,t][u, », w|, 


ils représentent précisément les valeurs des deux parallélipipedes que l’on 


e 


( 49 ) 
peut construire, d’une part, sur les trois arêtes 
T, Sy; 
d'autre part, sur les trois arêtes 
U, ÿ, w, 
en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 


Cela posé, la formule (23) entraînera évidemment la proposition suivante : 
4° Théorème. Étant donnés dans l'espace deux angles solides qui offrent 
le même sommet O, et qui ont pour arêtes, le premier les longueurs 
r, St, 
le second les longueurs 


U, V, W, 


si l'on détermine les cosinus des neuf angles 


Pa PA / 
(r, u), (r, ?), (r,w), 
Fa : Pa PA" 
(s,u), (5,0), (s, w), 
A A Lai 
(£,u), (£,v), (£,w), 
que formeront les arêtes 
ri Sy 
avec les arêtes 
u, V, W, 


la résultante 
[r,s,t; u, v, w], 


construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de r en s autour de #, et de # en y autour de w, 
s'effectueront dans le même sens ou en sens contraires ; et cette résultante 
aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipipèdes 
que l’on peut former, d’une part, sur les arêtes r, s, t ; d'autre part, sur les 
arêtes 4, Y, w, en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 


Si les arêtes 
U, V, W 


du second angle solide se réduisent à des longueurs 


R,S,T 
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(50) 

* LA . L . 3 . ? “ . 
mesurées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-à-dire, 
en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles 

A Lai LAN 
(s, 67 (Ein) art 


les cosinus des neuf angles formés par les arêtes du premier angle solide avec 
les arêtes du second serontles divers termes du tableau 


LA 
cos (r, R), 0, 0, 
PLAY 
o, cos(s,S, 0, 
LA) 
d:4. 0, cos (£, T°); 


et, par suite, la résultante 


[5,6 RSA 
sera réduite à son premier terme 


cos (CR ) cos (A S) cos (ST). 


Donc alors la formule (23) donnera 


# 


A 


(28) cos (r, R) cos (s,S), cos (eÎT) = (r,5,4)(R,S, T[rs,é]LR,S, T1. 
Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs 

: R, 6, T 
dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes 


Tr Ss €, 
trois angles aigus 


(r,R}, (5,8), 4 T), 
ou , en d’autres termes, si les longueurs 
LR Er 
se mesurent à partir de l’origine commune des longueurs 
NET 


la première du même côté que r par rapport au plan de l'angle (st), Ja 


(51) 
seconde du même côté que s par rapport au plan de l'angle CA r), la troi- 
sième du même côté que # par rapport au plan de l’angle (r5 5), alors. 
M 8,2) 6R,:S; 
étant deux quantités de même signe, on aura 
CR FECRAS, Pl r, 

et l'équation (28), réduite à la forme 

A Le) La) 
(29) cos(r, R)cos(s,S)cos(t, T)=[r,s,t][R,S,7] 


coincidera précisément avec la formule (1 7) de la page 323 du troisième volume. 
En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théo- 
rèmes 1, 2 et 3, la valeur de la résultante 


[r,s; u,w| 


dépend uniquement des deux angles (rss), (us s), de l'inclinaison mutuelle 
de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans chacun de ces plans, 
le mouvement de rotation de r en s, ou de z en v. Pareillement, il suit du 
4° théorème , que la valeur de la résultante 


(rss u,v, | 


dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour arêtes, 
d'une part, les trois longueurs r, s, t; d'autre part, les trois longueurs 4, v,w, 
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de #, et de w en v autour de #. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 


5e Théorème. Les longueurs 
la S,l; U, V, W 


étant mesurées à partir d'une même origine O, dans des directions quelcon- 
ques, on n'altérera point la valeur de la résultante 


[r,s; u,v] 


en faisant tourner autour du point O chacun des angles 


[rOs], [us ol. 


(5) 


supposé d’ailleurs invariable dans le plan qui le renferme , ni la valeur de la 


résultante , : 
[r,s,t; u,v,wl|, 


en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r, s, #, et, d'autre part, 
les longueurs x, v, w. 


6 V.— Sur les résultantes formées avec les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou 
trois points. 


Supposons la position d'un point quelconque P rapportée dans l'espace à 
trois axes coordonnés des x, y, z; et nommons 


Xn Ys1Z 


trois longueurs mesurées, à partir de l'origine O des coordonnées, sur ces demi- 
axes, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Soit, d’ail- 
leurs, r la distance de l’origine au point P, dont les coordonnées sont x, 
y, 2. Si ces coordonnées se rapportent à des axes rectangulaires, elles se- 
ront précisément les projections algébriques et orthogonales du rayon r sur 
les directions x, y, z. Elles seront donc liées à r [voir le troisième volume, 
page 144] par les formules 


A A UE 
œ:= 008 (ix)a: M iPoos 0, re; riCOSAT 2). 


Soient maintenant 
1, S, À 


trois rayons vecteurs menés de l’origine O à trois points divers P, P’, P”; et, 
pour mieux reconnaître les coordonnées de chacun de ces points, désignons- 
les à l'aide de la lettre r, ou s, ou #, placée comme indice au bas de la lettre x, 
ÿ, ou Z, en sorte que X,, ÿ};, 37 désignent spécialement les trois coordonnées 
de l'extrémité du rayon r. Les extrémités des trois rayons 


ART 
auront pour coordonnées les neuf quantités 
| XL}; Jr) Zr) 


(1) | ls, Vsr Ps) 
Les er Zi 


(55 ) 
respectivement équivalentes aux neuf produits 
La) 
r cos (r,x), r cos(r, CV); r cos (Fr, 2); j 
* La) 
(a) scos(s,x), s cos(s, y), $ cos (s 2); 
LA! LA) La) 
t cos(£,x), £ cos(£, y), & cos (£,7). 
D'ailleurs, ces produits se réduiront aux cosinus 
A: a) 
cos (r, x), cos(r,y), cos(r,z), 
La: /- / 
(3) cos(s,x), cos(s,y), cos(s,2), 
Lai A A 
cos(t,x), cos(£,y), cos (£,z), 


si les longueurs 
r, S, t 


se réduisent toutes à l'unité. Donc alors la résultante à deux dimensions 


(4) Tr Js — LsŸr 


formée avec celles des coordonnées de P et de P’, qui se mesurent sur les 
axes des æ et y, et la résultante à trois dimensions 


(5) L,VsZ — Ar Jess + Ls Prrr — TV rte FL Ÿrrs — Les Er; 


formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P’, P’, se réduiront 
aux deux résultantes que, dans les RAregraphes précédents, nous avons re- 
présentées par les notations 
LACS MS PR DA RES PA ap 

Mais, si du cas particulier où l'on suppose les trois longueurs r, s, £ réduites 
à l'unité, on veut revenir au cas général où ces longueurs offrent des valeurs 
quelconques, il suffira de substituer le tableau (3) au tableau (2) ; il suffira 
donc de faire varier chaque terme de la résultante (4) ou (5), et, par con- 
séquent, cette résultante elle-même, dans un rapport équivalent au pro- 
duit rs ou rst. On aura donc, dans le cas général, 


(6) LT, = 2; Perse yl. 


et 
(7) CANAL T NE Lr Pres + Ls JtZr ES Ts ŸrZt a LefrZs does 
PEUT UNE In st; x, VE 


(54) 
Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs de 
fr, s; x, y] et de [r,s,t; x,y,z] obtenues dans le & IH. 
Supposons d’abord les deux points P, P’ situés dans le plan des x, y. 
Alors, de l'équation (6), jointe à la formule (3) du $ IE, on tirera 


(8; Le Ve en OST SE 
D'ailleurs, comme on l’a vu ($ L), le produit 
rs [r,s] 


représente précisément l'aire du parallélogramme qui a pour côtés les rayons 
vecteurs r, s. Donc la formule (8) entraînera le théorème suivant : 

1 T'héorème. Les positions des divers points d’un plan étant rapportées à 
deux axes rectangulaires de x et y, si l'on désigne par r, s les rayons vec- 
teurs menés de l’origine O des coordonnées à deux points quelconques d’un 
plan, et par 


Lr, Pr: 
Ts, J's 


les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante 


LT, Ÿs rs ls Ÿr) 


formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative, suivant que 
le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétrograde, et cette ré- 
sultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme construit sur 
les rayons vecteurs r, s. 


Supposons maintenant les points P, P’ situés hors du plan des x, y. Alors, 
eu désignant par p,s les projections absolues des longueurs r, s sur le plan 
des x, y, on aura 


p = r cos (6), ne cos(s, c), 
et l'on tirera de l'équation (6), jointe à la formule (6) du Qt ; 
æ, Ja — 2 Jr = (pe) rs cos (rip) cos (se) sin (/); 
par conséquent , 
(9) Er Ts rad EAPaENPe sin (9). 


De plus, comme en désignant toujours par z une longueur mesurée à partir 


(55 ) 
de l’origine sur le demi-axe des z positives, supposé perpendiculaire au plan 
des æ, y, on aura [voir la formule (7) du $ II] 
(P» s) a (r, $; 2) ? 


l'équation (9) pourra s’écrire comme il suit : 


(10) LT s — Ls Pr = (r,8,2) ps sin (p,6). 
D'ailleurs, en nommant 


M. Re 


trois longueurs mesurées à partir de Porigine O, la première sur la droite 
d'intersection du plan OPP' et du plan des x, y, les deux dernières sur 
des perpendiculaires élevées à ces mêmes droites dans ces mêmes plans, et, 
en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le 
mouvement de rotation de / en m soit de l'espèce du mouvement de rota- 
tion de x en y, et le mouvement de rotation de / en m de l'espèce du mou- 
vement de rotation de / en x, on tirera de l'équation (6), jointe à la for- 


mule (10) du $ I, 
(11) | TT SLR = TS [r,s] cos (mon). 


Enfin, si l’on nomme 


F4 

une longueur mesurée à partir de l’origine O sur une perpendiculaire au 

A LA Le 
plan de l'angle (r,s), on aura, en vertu de l'équation (11) du $ HF, 

A La: 
cos (m,n) = (r,s, T')cos (T2); 
et, par suite, la formule (11) pourra s’écrire comme il suit : 
Ce. 

(12) Lys — Li Fr = (rs, Ts fr, s| Cos(T,'2). 


Or les formules (10) et (12) entraîneront évidemment les propositions 
suivantes : 

2° Théorème. La position d'un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires des x, y, z, si l’on désigne par ; 


LS 


les rayons vecteurs. menés de l’origine O des coordonnées à deux points 


(56) 
quelconques P, P', et par 
XL, ; Fr , 
X ;, rs 


celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x 
et y, la résultante 


XL; Ts TE Ts 7 


formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r en s autour du demi-axe des z positives sera 
direct ou rétrograde ; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire 
du parallélogramme construit dans le plan des x, y sur les projections des 
rayons vecteurs r'et s. 

3° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2° théorème , la 
résultante 


Le Vs Te Le Pr 


aura encore pour valeur numérique le produit que l'on obtient en multi- 
pliant l'aire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs r,s, par le 


cosinus de l'angle aigu qui mesure l'inclinaison du plan de l'angle (3.8) sur le 
plan des æ, 7. 

Nota. Les valeurs numériques que les 2° et 3° théorèmes assignent à la 
valeur numérique de la résultante x, y, — x, y, devant être égales entre 
elles, il suit de ces théorèmes que l'inclinaison mutuelle du plan de 
l'angle (r$5) et du plan des x, y, offre un cosinus équivalent au rapport qui 
existe entre les aires des deux parallélogrammes, où même des deux trian- 
oles, dont les côtés sont, d'une part, les deux rayons vecteurs r, $, et, 
d'autre part, les projections p, « de ces rayons sur le plan des x, y. On se 
trouve ainsi ramené de nouveau à la proposition énoncée vers la fin du SI. 

Passons maintenant à l'équation (7). On tirera de cette équation, jointe à la 


formule (20) du $ IF, 


(13) XL, Ÿs2t 435 Cr VrZs 7.54 Xs Ver 1723 Ts Ÿrier + LrVrTs 113 T,7,2 
Er St} (Pr Ch 


D'ailleurs, comme on l'a vu dans le $ T, le produit 
rst[r, 5,6] 


représente précisément le volume du parallélipipède qui a pour côtés r, s,€. 
Donc la formule (13) entraîne la proposition suivante : 


(57) 
4° Théorème. La position d'un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires des x, y, 3, si l'on désigne par 


r,S,t 


les rayons vecteurs menés de l’origine des coordonnées à trois points quel- 
conques P, P’, P”, et par ; 

Cr, Pro Br; 

Ls, Vss Zs; 


Les Pres Ze 
les neuf coordonnées de ces trois points , la résultante 
LrVszr — Lr frs FE Ls Verr — Les Prier + Le Vr£s — LrJrZs) 


formée avec ces coordonnées, sera positivé ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r en s autour de # sera direct ou rétrograde, et 
cette résultante aura pour valeur numérique Paire du parallélipipède con- 
struit sur les rayons vecteurs r, 5,4. 

Les divers résultats que nous venons d'obtenir étaient déjà connus. Mais 
l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, 
et l'introduction de ces sigues dans le calcul, ont donné aux formules une 
clarté, une précision nouvelles , et fait disparaître les doubles signes dont la 
détermination dépendait de certaines conditions que l'on était obligé de 
mentionner dans le discours et d’énoncer à part. 

Concevons, à présent, que les axes coordonnés des x, y, z, cessant d être 
Mitalalaites , Se coupent sous des angles quelconques, et nommons 


KT 2 


trois longueurs mesurées à pattir de l'origine O des coordonnées, sur trois 
droites respectivement perpendiculaires aux trois plans des y, z, des z, x 
et des æ, y. Alors les courdonnées x; y, z d'un point quelconque P se 
trouveront liées au rayon vecteur r, mené de l’origine à ce point [vorr le troi- 
sième volume, page 143 |, par les formules 


A CS 
(14) ER À 05%), D FU) 
cos(x, X) cos(y, y) cos (z, Z) 


Si d’ailleurs on représente, comme nous l'avons fait ci-dessus, par 
Hi 


Ex. d'An, et de Ph, math., T. 1V, (38° livr.) 


(58) 
trois rayons vecteurs menés de l'origine O à trois points divers P, P’, P'; et 
si, pour mieux reconnaître les coordonnées de ces points, on les désigne 
encore à l'aide de la lettre r, ou s, ou #, placée comme indice au bas de la 
lettre x, ou y, ou z, les extrémités des trois rayons 


ST 
auront toujours pour coordonnées les neuf quantités 


Ty, Ÿrs Zr; 
Los ss Zs; 
Le, Vers Ze. 


Mais ces neuf quantités, au lieu d’être respectivement équivalentes aux 
termes du tableau (2), se trouveront représentées par les neuf produits 


en (r x) ,.608 (#5 Y) cos (r2) 
LAN ES di ? 
cos (x x) cos 6%) cos (222) 
Le: 
cos (57 X) cos (s, 5%), cos (s, Z) 
(18) STTT-TNT- 2028 ‘a 
cos (x7 X) cos (y Y ). cos(z, Z) 
cos ((DX) cos (4 Ÿ) cos (472) 
RAA Lil 7 7 
cos (x, X) cos (y, Y) cos (z,Z) 


Cela posé, cherchons d'abord la valeur de la résultante 
LyŸs — Ls Ÿr) 
composée avec les quatre quantités 


Ly, Ls; 


(16) 
Frs F5 


ou, ce qui revient au même, avec les quatre termes du tableau 


A A 
cos cos (r, X) X cos(r, X) 
r À V ——; 

cos(x, X 


(17) 


8 (5 X) cos(s, X), RCA 27. 


HET TE à M 
PTT 


}- 
(ER co T) 
cos(LX ) | 


( 597) 


Chacun des deux produits 


Ty Ps Ls Pr ; 


que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux termes 
pris à la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes 
verticales du tableau (16 ) ou (17). Mais, d’une part, deux termes situés dans 
une même colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun, 
savoir, le facteur r pour la première colonne horizontale, le facteur s pour la 
seconde; et, d'autre part, deux termes situés dans une même colonne verticale 


x Le) 
du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos (x, X) 


LAS 
pour la première colonne verticale, et le diviseur cos (y, Y) pour la se- 
conde. Donc les valeurs qu’on obtiendra pour les deux produits 


Tr ss ls Ÿr) 


en substituant le tableau (17) au tableau (16), auront pour facteur commun le 


La] La 
produit rs, pour diviseur commun le produit cos (x,X) cos (y, Y); et, pour 
obtenir la valeur de la résultante 
Tr J's EE TL: Ÿr ? 


il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du tableau 


La La) 
cos(r,X), cos(r,Y), 

8) ae À 
cos (s,X), cos(s, Y), 


c’est-à-dire l'expression 
[re 50 
par le rapport 


TS 


cos GX) cos (5%) 


on aura donc 


rs 
1 FAN Plant. 2N PU fe Se XAYE 
(19) “à J ET met | RS 


Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante 


Ty, Ÿ 5 Ze sue Tr VrZs + Ts ŸrZ TE Li Ÿre + Le Tr Zs Les Li ŸsZr) 
8. 


( 60.) 


il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du tableau 
cos (EX), cos (Y), cos (L2); 

(20) cos (, X), cos (,Y), cos (52); 
cos (£,X), cos (#,Y), cos (4,2); 


Lu “ ° , . 
c'est-à-dire l'expression 


ESSOR OP 
par le rapport 


rst 


cos ( x,X) cos ( y Y) cos (22 ) 


; 


on aura donc encore 


Tr Ps FR CANAL T Fr sa Ls er NEA TL Tr Ze me CANLET as Le Pr 
(21) 


rst 
rs EVE Se. O8 00 VE D 
cos (xPX.) cos (y Y) cos (2,2) Us ê; 


Ce n’est pas tout. Comme X sera perpendiculaire à yetz,Yàzetx, Zàx 
et y, les cosinus des neuf angles 


A LAN Le) 
(x, X)5 CC (X AZ, Z), 
AN PAS RUN 
(y X);: (y Y); (y, 2); 
LAS / AN 
(2,4); «(NS (2) 
s'évanouiront tous, à l'exception de 
cos (XX), cos (y, Ÿ), cos (272). 
Donc, par suite, chacune des résultantes 
[x Y; X, x 1x2 Y ) X, Y,Z] 
se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu'on aura 
[x, y3 X, Y] = cos (x?X) cos (y, Y), 
LAS A PAS 
[x,y,25 X,Y,Z]= cos(x,X)cos (y, Y)cos (2,2), 
et les formules (10), (21) pourront s'écrire comme il suit : 


x Au, DA LTION X,Y],. 
(22) r Ts Tr — (x, y; X,Y] , 


(61) 


Lys —Lr Vrzs + LsVeZr — LVrzr + LrŸrés — Li Vs3r 
(23) _[ns,t; X,Y,2Z] 
[x, 725 X, Y,Z] 


rst. 


Il ne reste plus qu’à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs des 
résultantes comprises dans les seconds membres. 

Or supposons, en premier lieu, les deux points P, P” situés dans le plan 
des x, y. Alors l’équation (7) du $ IV, jointe à la formule (x, y) —1, donnera 
[ne XI (R SC Ir STEX, Y], 

[x,ys X,Y]—  (X,Y)(yl[X, Y] 


On aura donc 


Lr, 53 X,Y| ER (r, s) [r, s]. 


(75 X,Y] [x,7] 
Donc alors l'équation (22) donnera 
(24) : MT AT Tr TiS) el, 


et l'on pourra énoncer le théorème suivant : 


5e Théorème. Les positions des divers points d’un plan étant rapportées 
à deux axes rectangulaires ou obliques des x et y, si l’on désigne par x et y 
deux longueurs mesurées, à partir de l’origine O des coordonnées , sur ces 
axes prolongés du côté des coordonnées positives, par 


Fr, 


les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points P,P’ du plan 
donné, et par 
ZT, Tr) 


ls, Ÿs 


les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante 


Lr ŸYs LS Ls Pr) 


formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r et s sera direct ou rétrograde ; et cette résul- 
tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre l’aire du 
parallélogramme construit sur les côtés r, s, et l'aire du losange que l'on 
peut construire sur les côtés x, y, réduits l'un et l’autre à l'unité. 


L 


(62) 


Supposons, maintenant , les points P, P’ situés hors des plans des x, y. 
Alors, en nommant 7'une longueur mesurée, à partir de l'origine O, sur 


une perpendiculaire au plan de l'angle (rs), et remplaçant w, », Fpar X, Y,z 
dans l'équation (16) du $ IV, on tirera de cette équation 


Es; X,Y]=(r,s, T)(X,Y, 2)fr, s1[X, Y] cos (722); 
puis, en remplaçant r,8, T par x,y,2Z, on trouvera 
y; X, Y]= (y, 2) (XY,2) [x yI[X: Y]cos(Z, 2). 
On aura donc, par suite, 


Le 
[rm s5 X,Y] __ (r,s, T)[r,s]cos(T,z) 
pes à 
(x 7; X, #1] (x Y> Z) [x, y] cos (Z7z) 
et l'équation (22) donnera 


ww, HA (r, s, T) rs cos (7%) 
(25) | Lr Ts Lit AE (x, y; Z) [x, y] cos (Z 72) 


Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du même 
côté que la longueur z, c’est-à-dire du côté des z positives, le cosinus de 


LA) 
l'angle (Z, z) offrira une valeur positive, égale au sinus de l'inclinaison de 
l'axe des z sur le plan des x, y; et, comme on aura 
y 2)=(y2=r, 
on trouvera simplement 
La 
rs[r, s] cos (7, z) 


F9] cos(2°) 


(26) Li Vs — À, Pr MT, SL) 


Enfin, si la longueur 7° est mesurée elle-même du côté des z positives, 
La) 
l'angle ( 7,z) sera l'angle aigu qui mesurera l'inclinaison du plan de 


l'angle (rss) sur le plan des æ, y; et, comme alors on aura 
(rs T)=(r,s, z), 


la formule (26) pourra être réduite à l'équation 


7 [r, s] cos ( 702) 
/ 


À 


(27) : Ds Vs HUILE VIES TS, A 


Cx, y] cos (Z} 2) 


de laquelle on déduira immédiatement la proposition suivante : 


( 65 ) 

6° Théorème. La position d'un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliques des x, y. z, si l'on désigne par x, y, z trois 
longueurs mesurées à partir de l’origine O des coordonnées, sur ces axes, 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives, puis par 

F, 5 

les rayons vecteurs menés dela même origine à deux points quelconques P, P’, 
et par 

Tr, Jr) 
à é Lss Ps 
celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x 
et y, la résultante 

LTÉE Tr) 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r en s autour de la direction z sera direct ou 
rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit de 
deux facteurs respectivement égaux , le premier au rapport qui existe entre 
l'aire du parallélosramme construit sur les côtés r, s, et l'aire du losange 
que l’on peut construire sur les côtés x, y, réduits à l'unité; le second au rap- 
port qui existe entre le cosinus de l'inclinaison du plan de l'angle (r, s) sur 
le plan des x, y, et le sinus de l’inclinaison de l'axe des z sur le même 
plan. 

Considérons, enfin, trois points P, P’, P’ situés dans l’espace, aux extré- 
mités des rayons vecteurs r, s, £, et supposons la position de chaque point 
rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x, y, z. La résultante, 
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P’, P”, sera déterminée 
par la formule (23). D'ailleurs , l'équation (23) du $ IV, jointe à la formule 
(X,y,2)=1, donnera 

[TR als XL 'N LR NCA ANT, 2) [rs ATOS Y, 21 
RU ET re CAT AE SO d4 Gr AIX TZ]. 
On aura donc 


{r, st; X, Y,Z] {r, st] 
= ('heZ , 
[x,y,2; X, Y,Z] si mpepe 


Donc l'équation (23) donnera 
rst{r,s,t] 
(28) Tr I 84 Es Pa25 + Le 8 Ds ee Li Pr De Vs = St) 
[x, y; 2] 


et l'on pourra énoncer le théorème suivant : 


( 64) 
7° Théorème. La position d'un point dans l’espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliqnes des x, y,3, si l'on désigne par 


X, Y, Z 


_trois longueurs mesurées, à partir de l’origine O des coordonnées, sur ces 
trois axes indéfiniment prolongés du côté des x, y, z positives, puis par 


T; ST 
les rayons vecteurs menés de l’origine à trois points quelconques, et par 


XL}, Tr: Srs 
TT J's Zs: 


Les Vers Ze 


les neuf coordonnées de ces trois points, la résultante 
CANAL T La CPNALT tr Ts Ÿr 27 —XLs Ÿrie Le Lier — LT szr: | 


formée avec ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r et s autour de £ sera direct ou rétrograde ; et 
cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre le 
volume du parallélipipède construit sur les arêtes r,s,#€, et le volume du 
parallélipipède que l'on peut construire sur les arêtes x, y,z, réduites chacune 
à l'unité. 

Il est bon d'observer que les théorèmes 5, 6 et 7, relatifs à des coordon- 
nées obliques, peuvent être immédiatement déduits des théorèmes 1, 2, 
3, 4, relatifs à des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois équations 
qui servent à transfornrer des coordonnées obliques en coordonnées rectan- 
gulaires, étant du premier degré, il suit du théorème sur les produits de 
résultantes, déjà mentionné, que la résultante formée avec les coordonnées 
de trois points choisis arbitrairement dans l'espace obtiendra successive- 
ment deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c’est-à- 
dire indépendant des positions de ces mêmes points, si, l’origine des coor- 
données restant immobile, on rapporte la position d'un point quelconque, 
d'abord à des coordonnées rectangulaires, puis à des coordonnées obliques. 
Ajoutons que ce principe ne cessera pas d’être exact, si, en faisant abstrac- 
tien des coordonnées parallèles à l’un des axes, par exemple à l'axe des 3, 
on considère la résultante formée , non plus avec les neuf coordonnées de trois 


(65) 
points choisis arbitrairement dans l’espace, mais avec les quatre coordon- 
nées de deux points, pourvu qu'en passant des coordonnées obliques aux 
coordonnées rectangulaires, on ne déplace pas l’axe des z. En effet, il suit 
de la formule (13), de la page 144 du troisième volume , que dans le cas où 
l'on passe d’un premier système de coordonnées rectilignes à un second 
système, sans déplacer l’un des axes, les coordonnées mesurées parallèlement 
aux deux autres axes entrent seules dans deux des équations linéaires à l'aide 
desquelles la transformation s'effectue; et l'on peut appliquer séparément 
aux quatre coordonnées que ces deux équations servent à transformer, le 
théorème sur les produits de résultantes. 

Cela posé, le rapport 


PRES ER 
(29) CET RÉ 
qui, en vertu de la formule (8), se réduit à l'unité, pour deux points situés 
dans le plan des coordonnées x et y, quand ces ti hages sont rectan- 
gulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une valeur con- 
stante c'est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans 
le plan donné aux rayons vecteurs r et s, si les coordonnées deviennent 
obliques. Or, si l’on fait coincider en direction r et s avec des longueurs x 


et y, mesurées à partir de l’origine sur les demi-axes des æ-et y positives, on 
aura 


X} 


I 
Il 


0, 


r’; Y 4 Tr 


Ls— 0, Ps —S; 
sh (x,y) > [r,s] = [x, y]. 


Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à 


I 
Fos +7 
» [x ? 7] 
et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équation 
générale 
39 < Tr J's —LTsŸr ue" ê 
Go) Gare y 


u 


qui s'accorde, comme on devait s’y attendre, avec la formule (24). 
Pareilleienil si, les directions r, $ n'étant plus renfermées dans le plan 
des x, y, on nomme 


2} T 
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( 66) 
trois longueurs mesurées, à partir de l’origine, la première sur un axe des z, 


perpendiculaire ou même oblique au plan des x, y; les deux dernières 


sur des perpendiculaires au plan des x; J et au plan de l'angle (rs s), le 
rapport 


TrYs—LsŸr 
(31) PT 
(r,s, T)rs[r,s]cos(7T, z) 


qui, en vertu de la formule (12), se réduisait à l'unité, quand les coordon- 
nées étaient rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir 
une valeur constante, c’est-à-dire une valeur indépendante des directions 
attribuées aux rayons vecteurs r et s. Or, si l’on fait coïncider, en direction, 
r et s avec les longueurs x, y mesurées, à partir de l'origine, sur.les deux axes 
des x et y positives, on pourra supposer que 7° coïncide lui-même avec Z,; 


et l'on aura 
A 


F 

ù 
| 
© 
CI 


LXs—= O0, Ÿÿ: pe S, 
Cr Vs TT Ls Pr — TS, 


(r,s, VENUS, Li" feet y): (T2) = (Z;?). 


Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à 
1 
A :? 
(rs, Z)[x,y ]cos(Z, 2) 


et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équation 
générale 


(3) CrFfs —XsŸr en I éteis 
(r,s, T}rs[r, s] cos (T, 2) (r,s,Z)[x, y]cos(Z,2) 


qui s'accorde, comme on devait s’y attendre, avec la formule (25). Ajoutons 
que la formule (32) comprend évidemment, comme cas particulier, la for- 
mule (30). 

Enfin, le rapport 


DrY ti Er Det Ir ns Pret UT ro Fe sr 


(33) (r, $, thrst[r,s,t] 


qui, en vertu de la formule (13), se réduit à l'unité, quand les coordonnées 
sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra encore obtenir 
une valeur constante, c'est-à-dire indépendante des directions r, s, £, si 


(67) 
les coordonnées deviennent obliques. Or, si l'on fait coïncider en direc- 


tion r, s, t avec des longueurs x, y,z, mesurées à partir de origine, sur les 
demi-axes des æ , y, z positives, on aura #3. 


Xe 270; 


( 
> 
S 

[ 
@ 


LR = 0, 7 


s 
x 
| 
> 


Lr—O;y Pr—O0,; 2%: —=t, 
Cl, se LT L, Frs + LsŸrr — Ls Pre in LrVrZzs — Xe Ÿsr — rst , 


(rs Et) (ET) [r, s, Chers al: s 


donc alors le rapport (33) se trouvera réduit à 


I 


x,y2) 


et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équation 
générale 


(34) Tr Vs Lr Vi2s Hs Vizr— Rs Frot LV rs — Le Ÿs2r ss I 

4 — ? 
(rss, thrst{r,s, €] [x, y, 7] 

qui coincide, comme on devait sy attendre, avec la formule (28). 


$ VI — Des conditions sous lesquelles les résultantes considérées dans les’ paragraphes 
précédents s’évanouissent. 


Les résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les paragra- 
phes précédents s'évanouissent sous certaines conditions, qu'il est bon de 
connaître, et que nous allons un instant examiner. 

. Considérons d’abord la résultante 
(1) [r,s; u,v| = cos (ri u) cos (s, p) — cos (r, v) cos (s, u), 


dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles, que les 
directions r, s forment avec les directions , v. Si les deux angles 


A A 
(r,s),. (u,v) 
sont renfermés dans le même plan, où dans des plans parallèles ; alors, en 


vertu de la formule (2) du $ IV, jointe au théorème énoncé dans le SE, on 
aura 


(2) [r,s; w,v] = (r, s)(u, v) sin (5s) sin PAT 


(68) 
et, par suite, la résultante [r, s; w,w] aura pour valeur numérique le produit 
(3) ” _sin(rss), sin (u/p). 
Si, au Sntraisé: les plans des deux angles 
(rss), (4°) 


cessent de coïncider ou d’être parallèles entre eux; alors, en nommant & 
l’inclinaison mutuelle de ces deux plans, on conclura de la formule (13) du 
$ IV, jointe au théorème du $ IT, que la résultante [r, s; u, v] a pour valeur 
numérique le produit 


me 


(4) sin (r?s) sin (uv) COS £. 


En conséquence, pour faire évanouir la résultante [r,s; u,v] et vérifier la 


condition 
(5) RÉF, o] = oO, 
il séra nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux facteurs 


EE à A A 
sin(r,s), Sin(u,v), 


A A 
quand les déux angles (r,s), (4,v) seront compris dans le même plan; et, 
dans le cas contraire, l'un des trois facteurs 


sin(r,s), sin(z,s), cos. 
D'ailleurs, l'équation ( 

#4 | 
(6) sin (r,$) = 0, 


de laquelle on tire 
PA 
(rs = ct or", 


exprime que les directions r, s se mesurent sur une même droite, ou du 
moins sur des droites parallèles; et l'équation 


(7) cost = O0, 


de laquelle a tire 


x ( 6g ) 
exprime que les plans des deux angles 11 
; A A 
es (r, s), (w,v) ï 


sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertu de l'équation (1), la condi- 
tion (5) pourra être présentée sous l’une lt. des deux formes 


(8) cos (2) cos (sv) — cos (r, 7) cos ( ss 0 
: A A 
( cos(r,u) __ cos(s, u) 
9) LANTT PART 
cos (r, v) cos(s, ») 


\ 
Cela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

1% Théorème. Les longueurs x, v étant mesurées sur des droites distinctes 
et non parallèles, pour que deux autres longueurs r, s se mesurent, ou sur la 
même droite, ou sur des droites parallèles, ou du moins forment entre elles 
un angle (rs s) dont le plan soit perpendiculaire au plan de l'angle (u® v), 
il est nécessaire et il suffit que les quatre cosinus à 


cos(r,u), cos(r,v), -cos(s, u),. cos(s,v). 


représentent les quatre termes d’une proportion géométrique, de manière à 
vérifier la formule ( 9). 

Corollaire. Comme on vient de le voir, la formule (9), remarquable par 
son élégance et sa simplicité, se déduit immédiatement de l'équation (2), 
dans le cas particulier où les directions r, s sont renfermées dans le plan 
de l'angle (uv). Ajoutons que, de ce cas particulier on peut aisément passer 
au cas général où les directions r, s sont situées hors de ce plan, à l’aide des 
considérations suivantes. 

Soient, dans le cas général, 

f ? 
les projections absolues de r et de s sur le plan de l'angle (uv). Pour que les 
directions r, s se mesurent sur une même droite ou sur des droites paral- 
lèles, ou du moins forment entre elles un angle (rSS) dont le plan soit 
perpendiculaire au plan de l'angle (4, v), il sera nécessaire et il suffira, évi- 
demment , que les projections p, ç se mesurent sur la même droite et sur des 
droites parallèles; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que l’on ait 


A 
cos (p, ou) _cos(e, u) 


(10) 


cos ( po v) cos { Kà v) 


( 70 ) 
Mais , d'autre part, le plan qui renfermera les trois angles 
La) Lai La) 
(u,w), (pu), Ce 6) 


étant perpendiculaire au plan de l'angle (re) , le théorème 7 de la page 311 
du troisième volume donnera e | 


A 
cos (7, u)  cos(r,v) A 
À ) = = —= COS (r,p}, 
cos (p, u) cos (p, ©) 
par conséquent , 
La) 
cos(r à u) cos(p,u) 
— À , 
cos (r, 0). cos(p,e) 


et l'on trouvera, pareillement, 


A 
cos (5 u) __ cos(ç,u) 
FRANS MATE AN 
cos (se v) cos (c,v) 


Or il est clair qu'en vertu de ces dernières formules, Se (10) coïn- 
cidera précisément avec l'équation (a). - 
Considérons maintenant la résultante 
[r,s,#; u,v,w] 


La) LAN AN LA A Pa 
= cos (r, u) cos (s, v) cos (£, w) — cos (r, u) cos (s, w) cos (£, v) 
(13) A A A A A A 
+ cos(r,p) cos (s,w)cos(£, ) — cos(r, v) cos(s, u) cos(t,w) 
A A A A A A 
+ cos (r,w) cos (s, u) cos(£, v) — cos(r,w) cos(s, ») cos {é, u), 


dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les 
directions r, s, é forment avec les directions x, v, w. En vertu de la for- 
mule (23) du $ IV, jointe au théorème énoncé dans le $ IE, on aura 


Fr,s,t; u,v,w|=(r,s,4)(u,v,w){r,s;t][u,v,w]; 


et, par suite, la résultante [r, s, £; w, v,w] aura pour valeur numérique le 
produit 

(755; 44 [u, v,w| \ 

des volumes des deux parallélipipèdes, que l’on peut construire , d'une part, 
sur les arêtes r, $,t, d'autre part, sur les arêtes , v,5, en supposant ces 
arêtes réduites chacune à l'unité, et mesurées, à partir d'une même origine, 
dans des directions parallèles à celles qui leur étaient assignées. En con- 
séquence, pour faire évanouir la résultante [r,5,1; u, v, w] et vérifier la 


; (71) 
condition 
(12) 20h rs, 63 u,v,w] = 0; 


il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l’un des deux volumes 


Ms], leww]. 


D'ailleurs, l'équation 
(13) te 0. 


qu'on obtient en égalant à zéro le volume fr, s, £], est précisément la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que des longueurs, mesurées à partir 
d'un même point dans des directions parallèles à celles de r, s, £, soient 
renfermées dans un plan unique, ou, en d’autres termes, pour que les trois 
directions r, s, é soient parallèles à un même plan. Cela posé, on pourra 
évidemment énoncer la proposition suivante : 

2° Théorème. Les longueurs u, v, w étant mesurées sur des droites non 
parallèles à un même plan, pour que les directions de trois autres lon- 
gueurs r, s, é soient, ou comprises dans un même plan, ou du moins paral- 
lèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante des 
cosinus des neuf angles que les directions r, s, é forment avec les direc- 
tions 4, #, w, Sévanouisse, ou, en d'autres termes, que l'on ait 


PUSA A A A A A 
cos(r, u)cos(s, v) cos(é,w) — cos (r, u) cos(s,w) cos(£,v) 
iMIUAULA A M? St A 
(14) À + cos(r,v)cos(s, w)cos(£,w) — cos (r, w) cos (s,u) cos (4, w) 
: La) NE La) A A A 
+ cos(r, w) cos(s, w) cos (£, u) — cos(r, w) cos (s, w) cos (é, u)—0o 


Corollaire. On pourrait, avec la plus grande facilité, arriver encore à 
la formule (14), en raisonnant comme il suit. 

Rapportons les positions des divers points de l’espace à trois axes des x, 
ÿ, 3 menés par un point quelconque O, et, en attribuant aux demi-axes 
des x, y, positives des directions parallèles à celles de &, v, ww, nommons 


As FAT 


les coordonnées d'une longueur + finie, mais différente de zéro, et mesurée 
sur une droite quelconque à partir du point O. La formule (13) de la page 143 
du troisième volume donnera 


n ñn A, A 
& COS(r, +) = x COS(r, 4) + y cos (r,#) + + cos (r, w). 


(72) 
à A Un 
Donc, si l'angle (r,+) se réduit à un droit, on aura simplement 


A TN A 
x COS (r,u) + y cos (r,v) + z cos(r, w) = o. 


D'ailleurs, pour que les directions r, s, £ soient parallèles à un plan unique, 
il est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits 


LAN Lai 


(eh (4). (61) 


avec une direction » perpendiculaire à ce plan; par conséquent, il est néces- 
saire et il suffit qu’elles vérifient trois équations de la forme 


x COS (ou) + 4 COS (rs) + 2 COS (rw) D: 
(15) æ COS (Su) + 1 COS (57e) + 2 cos (sw) = 0; 


x COS (eu) + y cos (Fo) + 2 COS (7%) 0. 


Enfin , lorsque la longueur +, comme nous le supposons ici, diffère de zéro, 
les trois coordonnées 


ne Er Ê Mot 


de l'extrémité de cette longueur, mesurées sur trois axes non parallèles à un 
même plan, ne peuvent s'évanouir à la fois; et alors les trois équations (15) 
ne peuvent subsister simultanément que dans le cas où les cosinus par les- 
quels y sont représentés les coefficients de +, #, :, vérifient la formule (14). 

Cherchons maintenant les conditions sous lesquelles s'évanouissent les 
résultantes que l'on peut construire avec les coordonnées de deux ou trois 
points, dont les positions sont rapportées à des axes rectangulaires on obli- 
ques des æ, y, z. 


Représentons par les trois lettres 
T, Sÿ4 


les rayons vecteurs menés de l’origine à trois points donnés, et désignons, à 
l’aide de ces mêmes lettres, placées comme indices au bas de x, y et z, les 
coordonnées de ces trois points. Enfin, soient 


#, 
\ 


“ 


X;, Yo Z 


trois longueurs, mesurées à partir de l’origine, sur les demi-axes des x, y, 2 
positives, et 7° une autre longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan 


(73) 
de l'angle (rss). Les formules (26) et (28) du $ V donneront 


rs[r,s]cos(T, 2) 
[x, y] cos(Z, as 


(16) LT TL ef n ER) d:) 


et 
rst{r, s,t] 


(7) sum RNB + BV HR PS2 — LV (7, 5, t) VTT 
$ : 33 Y 


Cela posé, l'équation de condition 


(18) | MN mal nr 0 
- pourra être réduite à 


(19) *.  rs[r,s] cos (792) = o. 


Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un des 
facteurs 


F5: 105% cos (7Ÿ2) 


sévanouisse. D'ailleurs, réduire à zéro l'un des rayons vecteurs r, s, c’est 
supposer que l’un des points donnés coïncide avec Rogue Quant à la 


condition 
FAGETICR 


que l’on peut encore écrire comme il suit, 
à La) 
sin(r,s)— 0, 


elle exprime que les longueurs r, s se mesurent sur une même droite. Enfin, 


la condition Re 


cos (T2) A 
exprime que la direction 7, perpendiculaire au plan de l'angle y s), est 
aussi perpendiculaire à l'axe des 3, ou, en d’autres termes, que le plan de 
l'angle (r,s) passe par l’axe des z. 
Quant à l'équation de condition à 
(20) Æ, Fi —X, Frs + Xe = Ts ré: + LP 12, LIT, —=0, 
elle pourra être réduite, en vertu de la formule (17), à 
(21) , rst[r, s, €] = o. 
Ex. d'An. et de Phys. math, T. UV. (59° livr.) “10 


(74) 
Donc, pour qu’elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l’un des 


Abieiss 
FU, ris,1] 


se réduise à zéro; par conséquent , il sera nécessaire et il suffira que l’un des 
points donnés coïncide avec l'origine, ou que le volume du parallélipi- 
pède construit sur trois arêtes parallèles à r, s, £ s'évanouisse, c’est-à-dire, 
en d’autres termes, que les trois arêtes r, s, £ deviennent parallèles à un même 
plan. 

Eu égard aux remarques dis vient dé faire, on pourra évidemment 
énoncer les propositions suivantes : 

3° Théorème. Va position d'un point étant rapportée à trois axes des x, 
J,Zz qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux points 
séparés de l’origine , l'un par la distance r, l’autre par la distance s, soient 
renfermés dans un plan qui : aus par l’origine, il est nécessaire et il suffit 
que les coordonnées 


ZX}, Jr 
L';; T's 


de ces deux points, mesurées sur les axes des x et y, vérifient la condition 


(29) LE ee 


4° Théorème. La position d’un point étant rapportée à trois axes des x, y, z 
qui se coupent sous des angles quelconques, pont que trois points séparés de 
l’origine par les distances  - | 

r, 5 et 


soient renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il 
suffit que les coordonnées 

T}, Jr) Zy 

L's; J's ? Zs 1 


Le, es Zi 


de ces mêmes points vérifient la condition 


(23) LrVs2r — LrJrSs # LsŸt7r #51 Ls Pr 2 3% Li Ÿrs un Li s2r rs. 


On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les théorèmes 5 
et 4, en raisonnant comme il suit. 


(75 ) 
Soient toujours 
; X, Y 2 
trois longueurs mesurées, à partir de l’origine , sur les demi-axes des coor- 
données positives , et v une autre longueur mesurée, à partir de la même 
origine, dans une direction quelconque. Si l'on représente par +, y, z les 
coordonnées d’un point situé dans le plan mené par cette origine perpen- 
diculairement à +, la première des équations(r15)subsistera , quand on y rem- 
placeraw, v, w par x, y,z; rparv,etx,y,:par x, y,z. On aura donc 
#N: 3 A La) 
(24) X COS(L,x) + Y COS(L,y) + zcos(r,z) = 0. 
Ajoutons que la formule (24), c'est-à-dire l'équation du plan mené par 
l’origine perpendiculairement à :, se réduira simplement à 
(25) x COS (5x) + y cos (y) 0, 
si ce plan passe par l'axe des z, puisque alors, + étant perpendiculaire à z, on 
aura ë 


(92) > = cos (52) = O) 


Cela posé, pour que les deux points séparés de l’origine par les distances r 
et s soient renfermés dans un plan qui passe par l’axe des z, il sera néces- 
saire et il suffira que leurs coordonnées 


Ly, Jr 
Lsy Zs) 


mesurées sur les axes des x et y, vérifient deux équations semblables à 
l'équation (25), c'est-à-dire deux équations de la forme 


f A LA) 
26) X, COS(L,x) + YrCOS(,y) — 0, 
l ZX, COS A) + ÿ, COS (Ce, y) A 


Pareillement, pour que les trois points séparés de l'origine par les dis- 


tances r, s, { soient renfermés dans un même plan qui passe par l'origine , 
il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées 


Lys Jr Zr) 
Ls, Ps) Zs » 


Le, J't Ze 
10. 


| (768 
vérifient trois équations semblables à l'équation (24), c'est-à-dire trois équa- 
tions de la forme 


A TR Pa 
y COS (&, X) + Fr COS (1, Y) + Z, COS(L,2) = 0, 
(27) x, Cos(r + y COS (v 1y) + 2, cos(t,7) AE 
Xy COS (£, x) + ÿ: C0 (£,y) + 3, cos (£ Va) = 


Or les trois angles 
: LAN LAN PA 
(,x), (ty) (v,2) 


ne pouvant être droits tous les trois, lorsque les coordonnées x, y, z se 
mesurent , comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans un 
même plan, les cosinus de ces trois angles ne peuvent s'évanouir à la fois; 
et, par suite, le système des formules (27) entraîne la condition (20). 


d ; 

$ VII. — Sur les relations qui existent entre les coefficients des variables dans les deux espèces 
d'équations à l’aide desquelles on passe d’un premier système de coordonnées rectilignes à 
un second, et réciproquement. 


Parmi Îies problèmes dont la solution introduit dans le calcul des résul- 
tantes formées avec les coordonnées de deux ou trois points, on doit re- 
marquer une question d'ailleurs facile à résoudre, celle dont l'objet est 
d'établir les relations qui existent entre les coefficients renfermés dans les” 
deux espèces d'équations à l’aide desquelles on passe d’un premier système 
de coordonnées rectilignes à un second , et réciproquement. Occupons-nous 
un moment de cette question et des formules qui s'y rapportent. 

D'après ce qui a été dit dans un précédent Mémoire (voir le 3° volume), 
si l'on nomme 


æ, y, z les coordonnées rectilignes d'un point quelconque P, relatives à 
trois axes rectangulaires ou obliques, menés par une certaine 
origine ©; 


x z trois longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des x 
» Y: O , ] 9 
Ÿ, Z indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives ; 


X, Y, Z trois longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur les axes 
> À, 8 , Co, 
conjugués, c'est-à-dire sur trois nouveaux axes respectivement 
perpendiculaires aux plans des y,z, des z, x et des x, 7; 


(7) 


et si l’on représente par L) 
T,, F2, x, Y,,2Z,; bd 17758 

ce que deviennent 
CHE 2] PONS us LP SEL, 


quand au système des axes donnés on substitue un nouveau système d'axes, 


l'origine restant la même , on aura 


æ, —\ax + by + cz, 
(a) F,= ax+ by + c'z, 
8 = d'x+ b'r+ cz, 


les valeurs des coefficients 
‘a’, b, ce"; 


étant fournies par les équations 


a, b, C; 


a”, 0" c” 


= A 
Œ: PP À brie cos (ss X 1), Lite cos(z, X) 
cos (x,, X,) cos x X)) cos (x,, X,) 
LAS 
(2) de und al à far cos (ss V) à NC ARE Y) 
Ou ie Gr , +) cos(y,, Ÿ) 
= cos(x, 2), b" — cos { cos (si 2), Fu cos (z, Z,) 
cos CA 2) ao D) cos (z,, Z,) 
et, réciproquement , 
# is AX, + "ST LE A"z, , 
9 + at d'en 


» 


les valeurs des coefficients 
A, AA 


étant fournies par les équations 


B, P! B", 


PA) 
% 
420%, a 
cos(x, X) 


À 
cos(y, YŸ) 


cos (y; Y) 


; cos (y Y) 


A 
cos (x,, Y) 
RESORT NSP: 
j A 

B' — cos (yu Y), 


Fe 
cos (z, Y) 
= —— —— ; 


z = Cx,+ C'y,+ C2, 
€; €*, c" 


A, 
gun cos (x,, Z) 


cos (27 Z) 


(52) 

ni <-C08( v 

mien (2), 
cos(z, Z) 


ee 2 
cos (z, Z) 


PS 
cos (2,2) 


LI 


& 


( 78:) 
D'ailleurs, la nature de ces divers coefficients est facile à reconnaitre; et, 
d'abord, en vertu des formules (1), les coefficients renfermés dans une même 
ligne verticale du tableau 
4, dc; 
(5) so ci 


[24 


a”, Lf c ; 
représentent évidemment ce que deviennent les coordonnées 
ZX, ; TJ» Z, 
‘ du point P, quand on a réduit l'une des trois variables 
FT, VAE 
à l'unité, et les deux autres à zéro, c’est-à-dire, en d'autres termes , quand on 
fait coincider le point P avec l'extrémité de l’une des longueurs 
CUT 
réduites à l'unité. Pareillement , en vertu des formules (3), les termes ren- 
s ÿ d ÿ X 
fermés dans une même ligne verticale du tableau 
! / 
À, A ? A É 
/ 
B, B", B”, 
0:07, 


(6) 


\ 


représentent ce que deviennent les coordonnées 


Xi: F58 


du point P, quand on fait coincider ce point avec l'extrémité de l'une des 


longueurs 
x, ? Y,» Z, 


réduites à l'unité. Ainsi, les divers coefficients renfermés dans les équa- 
: \ VAE . À FE 

tions (1) et (3) se réduisent aux projections algébriques que l'on obtient 
quand on projette les longueurs x, y, z réduites à l'unité, sur les directions 
x,, Y,,Z,, à l'aide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les 
longueurs x,, ÿ,, z, réduites à l'unité, sur les directions x, y, z, à l'aide de 
plans perpendiculaires aux diréctions X, Y, Z. Cétie seule remarque fournit 
un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire à volonté l'une 


( 49 ) 
quelconque des formules (2) ou (4). En effet, si l'on désigne par 


trois longueurs , dont chacune se mesure dans une direction déterminée, la 
projection algébrique de r sur s, effectuée à l’aide de plans perpendicalaires 
à #, sera (voir le 3° volume , page 140) 


. cos (r,t) 
cos (s, t) 


Donc, si la longueur r se réduit à l'unité, sa projection algébrique sera 
représentée par le rapport 
LA) 
cos(r, t) 


A 
cos(s, t) 


Cela posé, le coefficient a, par exemple, n'étant autre chose que la projec- 
tion algébrique de x sur x,, effectuée à l'aide de plans perpendiculaires à X , 
et correspondante à la valeur 1 de x, on aura nécessairement 


, de 
. Hs cos(x, X,) 


RER UE 
cos{x,, X) 

‘ 
et l'on por, de la même manière, en s'appuyant sur la remarque ci- 
dessus énoncée , reproduire isolément É Sos des formules comprises dans 
le système des équations (2) ou (4). 

D'autre part, chacune des formules (3) doit nécessairement coïncider 
avec l'une de celles que l’on peut obtenir en éliminant deux des coordon- 
nées æ, y, z entre les formules (1); et, réciproquement, chacune des 
formules (1) doit coincider avec l’une de celles que l’on obtient en éliminant 
deux des coordonnées x,; y,, z, entre les formules (3). Il y a plus : cette 
coïncidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
variables x, y, z où æ&,, ÿ,,2,; ce qui exige que les coefficients de +, ÿ}2 
soient les mêmes dans les valeurs de x,, y,, z, que donnent les formules (r), 
et dans celles que lon tirerait des forminbes (3). Donc les neuf coefficients 


à / ! ” 
a ; b, &: a , as " Te D, Pr 
peuvent être exprimés en fonction des coefficients 
MC, :: 7, BC A6 BC: 


et, réciproquement, chacun de ceux-ci peut être exprimé en fonction des 


( 801) 


dy 


neuf autres. En effectuant le calcul , et posant, pour abréger, 


(7) 
(8) 


k = ab'c’ 


K=— AB'C'—ABP'C'+ A'B'C— A'BC'+ 4'BC' — A'B'C, 


DE" + a'b"c Ss 


a'bc’ fi a"bc' 


on trouve (voir le 2° volume, page 172) 


— a"b'c, 


b'c" — b"c' b"c — bc” è bc! — b'c 
AS En RE à A! — À A" Le 
k n: 4 , 
c'a" — c’a’ À c'a — ca” ë ca — c'a 
(9) ere A EP ff al 
1b"— a"b'! a"b — ab” ab'— ab 
GC: nr sb CEA ARR C! C" RTE 
a k ; k ! 
et: 
s B'C'"—B"C' k B"C—BC" ve BC'— B'C. 
APN md MT NOR À 
C'4!—C"'A' C'4—CA" _. C4! —C'A 
(10) b ART dE 0. DAHARE “PRE D jANTEE AURA | 
or "A'B°—4"B  ,., : A"B—AB"  ,  AB'—1'B 
LE K , HET #14 MT 


Mais, en vertu des remarques précédemment faites, la valeur de # donnée 
par la formule (7) est précisément la résultante des coordonnées des trois 
points |, m, n qui coïncident avec les extrémités des longueurs x, y, z, dans 
le cas où l’on suppose ces longueurs réduites à l'unité, et où l’on rapporte la 
position d'un point quelconque aux axes coordonnés de x,, y,, z,. Pa- 
reillement, la valeur de À donnée par la formule (8) est précisément Ja 
résultante des coordonnées des trois points L, M, N qui coincident avec les 
extrémités des longueurs x,, y,, z,, dans le cas où l’on suppose ces longueurs 
réduites à l'unité, et où l'on rapporte la position d'un point quelconque 
aux axes coordonnés des æ, y, z. Enfin, si dans chaque résultante on fait 
entrer, non plus les neuf coordonnées de trois points mesurées sur trois axes 
différents , mais les quatre coordonnées de deux de ces points mesurées sur 
deux de ces axes, alors, à la place de chacune des résultantes 


k et K, 


on pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément les 
numérateurs des fractions comprises dans les formules (9) ou (10). Donc 
chacune des formules (9), (10), qui servent à exprimer les coefficients 


As B; C, 4, B,C";:4", BC’ 


( 8) 
en fonction des coefficients | 
a, b ; cé a’, b', c' A c”, 


et réciproquement, a pour Second membre le rapport entre deux résul- 
tantes à deux et à trois directions, construites avec les coordonnées de deux 
ou trois points. Ajoutons que la valeur de chacune de ces résultantes pourra 
être aisément déduite des formules établies dans le $ V. Ainsi, par exemple, 
en vertu de la formule (28) du $ V, la résultante X des coordonnées des 
points L,M,N, mesurées sur les axes des x, y,2, offrira une valeur nu- 
mérique déterminée par l'équation 

(11) K=(x,y,2) Beta), 

le mouvement de rotation de x en y autour de z étant considéré comme 
direct, en sorte qu'on ait 


(xs ys2)#0r. 
Alors, aussi, en vertu de la formale (25) du $ V, la résultante 
A!'B' pra A'B! 


des coordonnées des points L, M, mesurées sur les axes des x et y, offrira 
une valeur déterminée par l’équation 


A'B'— A'B'— (xs Yn Z,) [x,, 7,) cos(z,2,) 
(2) (x,7,Z) [x,y] cos (2,Z) 


Or les formules (11), (12), et autres semblables, fourniront évidemment un 


moyen facile de vérifier les équations (10). S'agit-il, par exemple, de véri- 
fier la dernière de ces équations? On commencera par observer qu’en vertu 


des formules (14) et (15) du $ 1, on a, en supposant aigus les angles (2,2) j 
(2,2,), 
LA 
[x,y,2] = [x, y] cos(z,Z), 
[xs Y,s 2, 2 [x, y, cos (z,,Z); 
et, par suite, dans tous les cas possibles, 
à » YaZ &: | A 
[x VS2RSS a : CE [x, ylcos(z,2Z) = (x,y,Z)[x, y]cos(z,2), 


FF Y» 2] = Ex ten : [x, y,] cos (z,, Z se 
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Donc la formule (11) pourra s'écrire comme il suit : 


à (to ÿn 2,) (xs y] ops (292) 
(19) ET Re eo 


Cela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de divi- 
sion ; les équations (12) et (13), pour obtenir la formule 


A 
A'B"— A"B', cos(2,2;) 
K  cos(z,Z) 


ou ; ce qui revient au même, eu égard à la dernière des équations (10), la 
formule 
AB! — A'"B' 
K 


ANSE à 
= €, 


qui coincide précisément avec la dernière des équations (10). On pourrait, de 
la même manière, à l'aide des formules établies dans le $ V, vérifier chacune 
des équations (9) ou (10). Enfin, on pourrait encore vérifier ces mêmes 
équations, après y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées 
des formules (2) et (4), à l’aide des formules générales que nous avons établies 
dans le $ IV. 

Il est bon d'observer que le système des équations (9) peut être remplacé 
par la seule formule 


/ B C 
ee Lors ! — c'a”—c'’'a! FR a'b!—a"b! 
B' C! 
(14) À bc — Lu D da see Qu: A0 7 UD 
14 D. a : PT AUS 07 LE Î 
TABLE We NET PET AV EEE À 


et le système des équations (10) par la seule formule 


à a b c 
BC'=KC CA=OA, ABAE 
/ a’ AE : e 
(15) T'POLEC CAROL MB AP. 
a". 2 c’ 


BOL PC CN ETAT, APT SEK. 


Ajoutons que les formules (9) et (10), ou (14) et (15), peuvent aussi être rem- 
placées par un système de neuf équations qui soient linéaires par rapport 


(88) 
aux coefficients renfermés dans les formules (1), comme par rapport aux 
coefficients renfermés dans les formules (3). Entrons, à ce sujet, dans quel- 
ques explications. | 
Si l’on fait coincider successivement le point P, dont les coordonnées 
sont x, y, 3, avec les extrémités 1, m, n des trois longueurs 


X, Y, Z 


réduites à l'unité, on obtiendra trois systèmes de valeurs de. x, y,2z, dont 
chacune comprendra les trois coefficients renfermés dans une même colonne 
verticale du tableau (5); et à ces trois systèmes de valeurs de x, y, z, cor- 
respondront trois systèmes de valeurs de x,, y,, z,, dont chacun offrira 
deux valeurs nulles et une valeur égale à 1. Cela posé, des équations (3), 
appliquées aux coordonnées des trois points 1, m,n, on déduira évidemment 
les neuf formules 


Aa+ d'a + A'a'=1, 4Ab+A'b+4"b'= 0, Ac +A'c'+{4'c"—=0, 
(16) / Ba+B'a'+B'a’=0o, Bbh+B'b'+B'b'=:, Bc+B'c'+B'c'=0, 
Ca+C'a'+C'a'—=0o, Ch+C'b+C'b'=0o, Cc+C'e+C'c'= 1. 


Si, au contraire , on fait coïncider successivement le point P avec les extré- 
mités L, M, N des trois longueurs 


x,» Ÿ, Z, 
réduites à l'unité, on déduira successivement des équations (1) les neuf 
formules 

Aa +Bb +Cc =1, A'a LB'b +C'ce —=o, A'a +B'b +C'c —0, 

(19) { Aa + Bb'+Cc'=0, A'a'+B'b'+C'c'=1, d'a +B'b+C'c —0, 

_Aa'+Bb"+ Cc'=0Q, A'a’+B'b"'+ C'c" 1 À A'a'+ B'b'+C'c ae. 

On pourrait, avec la plus grande facilité, déduire des équations (16) 

ou (17) les formules (9) et (10). Veut-on, par exemple, déduire des équa- 
tions (17) les équations (9), ou, ce qui revient au même, la formule (14)? 
Il suffira de prendre pour inconnues les coefficients renfermés dans le ta- 
bleau (6), et de déterminer simultanément les trois coefficients compris dans 


une même colonne verticale de ce tableau. Ainsi, en particulier, les équa- 
tions (17) donneront 


Aa+ Bb+ Cc=1, Aa + Bb'+ Cc'=0o, Aa'+ Bb'+ Cc'=o, 


11. 


( 84 ) 


et l'on tirera de celle-ci, en faisant d’abord abstraction de la première, 


"ORNE ATEN) C 
bel ble ca"—c'a T7 ab" ab! ; 
puis, ensuite, 
4 ob ne C 
b'e"— be — da” —= c'a' sé ab" —a"b! 
Aa + Bb + Ce LUS 


—a(ge Ve) +b{ca —c'a)+c{ab"— ab) — k 
On prouvera, de même, en partant des équations (17), que chacune des 


+ . LA Q \ I g. 
fractions comprises dans la formule (14) se réduit à 75 et généralement on 


pourra, du système des équations (16) ou (17), déduire à volonté, ou la 
formule (14), ou la formule (15). D'ailleurs, pour effectuer cette déduction, 
il suffira de s'appuyer, comme ou vient de le faire, d’une part sur la for- 
mule à laquelle on parvient quand on élimine une seule inconnue entre 
deux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme 
constant, et, d'autre part, sur ce principe, que la valeur commune de plu- 
sieurs fractions égales ne diffère pas du résultat qu’on obtient, quand, après 
avoir transformé chaque fraction en multipliant ses deux termes par un 
même facteur, on divise la somme des numérateurs par la somme des 
dénominateurs. Ce qu'on vient de dire prouve encore que le système des 
équations (17) est équivalent au système des équations (16). Chacun de ces 
systèmes peut certainement être remplacé par l’autre, puisqu'il est démontré 
que chacun d’eux peut être remplacé à volonté ou par la formule (14), 
ou par la formule (15). 

Si l'on voulait, non plus tirer des équations (16) ou (17) les formules (14), 
(15), ou, ce qui revient au même, les équations {9) et (10), mais effectuer 
l'opération inverse, et revenir des équations (9), (10) aux équations (16) 
et (17), il suffirait évidemment de combiner par voie d’addition les for- 
mules (9) et (10), après avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles 
par un facteur convenablement choisi. pe 

Observons encore que, si l'on applique le héseée sur les produits de 
résultantes au système des équations (16), ou au système des équations (17), 
on en tirera, eu égard aux formules (7), (8), 


(18) jf" Ua EE Ce: 


On arriverait aussi à la même conclusion, en partant de l'équation (rr). 
En effet, cette équation, qui suppose que l’on considère comme direct le 


(85) 
mouvement de rotation de x en y autour de z, et que l'on a en conséquence 


(x, y,2) = 1, peut être, pour plus de généralité, présentée sous la forme 


(X,5Y,2,) (x, ERA R 
A Peer us tea, 


(19) 


et sétend, sous cette dernière forme, au cas même où, la position d’un point 
FRANS étant rapportée aux axes des x, y, z, on considérerait comme 
direct, non plus le mouvement de x en y autour de z, mais le mouvement - 
de x, en y, autour de z,. D'ailleurs ; en échangeant entre eux les deux sys- 
tèmes d’axes, on obtiendra évidemment, à la place de la formule (19), la 
suivante : 


, è Ni! (x, y, 2) [x, y,2] \ 
(20) | HE tal ÿ,» 2,)[X,s Y» 2, | 


et il est clair que des formules (19), (20) on peut immédiatement déduire 
l'équation (18). , 


Si les deux systèmes d'axes coordonnés présentent chacun trois axes per-- 
pendiculaires l’un à l’autre, on aura 


Ex, yzl=r, ,y,z]l=n, 
et, par suite, les formules (19), (20) donneront 


K =») LE (X, Y,2) ù 


(x; y, 2) s (x,,Y,»2,) 


ou, Ce qui revient aû même, 


Qi K=k=—(x, y,2)(x:y,2). 


Donc, alors, chacune des résultantes 4, À se réduira simplement à l'unité, 
si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de x, en y, autour 
de z,, sont de même espèce, et à — 1, dans le cas contraire. Alors aussi les 
diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les for- 
mules connues qui se rapportent à la transformation des coordonnées rec- 
tangulaires, et qui ont été rappelées dans un précédent Mémoire | voir le 
2° volume, page Eh 

Nous renverrons à un autre Mémoire la recherche des lois suivant 
lesquelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (1) et (3) 
dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes, d’une 
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part x, y,Z, d'autre part x,, y,, Z,, et de trois constantes propres à déter- 
miner la position de l’un de ces angles solides par rapport à l'autre. 

Observous, en finissant, que les formules (16), (17), (18) peuvent étre 
étendues au cas général où, à la-place des équations (1) et (3), on consi- 
dérerait deux équations de la même forme, mais relatives à deux systèmes de 
variables, dont le nombre serait le même dans les deux systèmes, et d'ailleurs 
aussi grand que l’on voudrait. Effectivement, les formules (22) de la page 176 
du 2° volume , qui se rapportent à deux systèmes d'équations semblables 
aux équations (r) et(3); se trouvent remplacées par d’autres formules du 
même genre, quand on échange entre eux les coefficients qui occupent les 
mêmes places dans les deux systèmes d'équations; et, par conséquent, on 
peut, dans le cas général, obtenir deux systèmes de formules analogues aux 
formules (16) et (17). Ajoutons que la formule (18) se trouve comprise , comme 
cas particulier, dans la formule (24) de la page citée. 
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MÉMOIRE 


SUR LA 


THÉORIE DES ÉQUIVALENCES ALGÉBRIQUES, 


SUBSTITUÉE A LA THÉORIE DES IMAGINAIRES. 


Préliminaires. 


Les géomètres, surtout ceux qui s'efforcent de contribuer aux progrès 
des sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de parler une 
langue qui n’a pas toujours l'avantage de pouvoir être facilement comprise, 
et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si une 
théorie pouvait encourir ce reproche, c'était assurément la théorie des ima- 
ginaires, telle quelle était généralement enseignée dans les Traités d’al- 
sèbre. C'est pour ce motif qu'elle avait spécialement fixé mon attention 
dans l'ouvrage que j'ai publié, en 1821, sous le titre d'Analyse algébrique, 
et qui avait précisément pour but de donner aux méthodes toute la rigueur 
que l'on exige en géométrie, de manière à ne jamais recourir aux raisons 
tirées de la généralité de l'Algèbre. Pour remédier à l'inconvénient signalé, 
J'avais considéré les équations imaginaires comme des formules symboliques, 
c'est-à-dire comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d’'a- 
près les conventions généralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de 
sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en modifiant et 
altérant, selon des règles fixes, ou ces formules, ou les symboles qu’elles 
renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit 
à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe 
symbolique Ÿ— 1, auquel les géomètres allemands substituent la lettre z. Ce 


signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m’exprimer, un outil, un instru- 
ment de calcul dont l'introduction dans les formules permettait d'arriver 
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plus rapidement à la solution très-réelie des questions que l'on avait posées. 
Mais il est évident que les théories algébriques deviendraient beaucoup plus 
claires encore, et beaucoup plus faciles à saisir, qu’elles pourraient être mises 
à la portée de toutes les intelligences, si l'on parvenait à se débarrasser 
complétement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre à à n'être 
plus qu'une quantité réelle. Quoiqu'une telle réduction parût invraisemblable 
et même impossible au premier abord, j'ai néanmoins essayé de résoudre ce 
singulier problème, et, après quelques tentatives, j'ai été assez heureux 
pour réussir. Le principe sur lequel je m'appuie semble d'autant plus digne 
d'attention, qu'il peut être appliqué même à la théorie des nombres, dans 
laquelle il conduit à des résultats qui méritent d’être remarqués. Entrons 
maintenant dans quelques détails. 


$ 1°". — Sur les équivalences arithmétiques et algébriques. 


Lorsque deux nombres entiers /, m, étant divisés par un troisième n, four- 

nissent le même reste, ils sont dits congrus ou équivalents, suivant le module 

ou diviseur n. Pour indiquer cette circonstance, on peut écrire, avec 
M. Gauss, 


(r) MES (mod. 7). 


Pareillement , si o(x), 4 (x) représentent deux polynômes en x, ou, en 
d’autres termes, deux fonctions entières de x, qui, étant divisées algébri- 
quement par une troisième s (x), fournissent le même reste, on peut dire 
que ces polynômes sont équivalents entre eux, suivant le module ou diviseur 
& (x), et indiquer cette circonstance, comme l'a fait M. Kummer, en écrivant 


(2) g(x)=x (x) [mod.s (x)]. 


On doit donc distinguer deux espèces d'équivalences, qui pourront être ap- 
pelées, les unes arithmétiques, les autres algébriques, une équivalence arith- 
métique étant celle qui indiquera l'égalité des restes de deux divisions arith- 
métiques ; tandis qu'une équivalence algébrique indiquera l'égalité des restes 
de deux divisions algébriques , le diviseur arithmétique ou algébrique de- 
meurant le même dans les deux divisions successivement effectuées. 

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte 
que les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec les 
équivalences arithmétiques, ni avec les équations proprement dites, j'au- 
rai recours à un nouveau signe; et quand il s'agira d'exprimer une équi- 
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valence algébrique , alors, dans le signe qui s'applique aux équations, cest- 
à-dire dans le signe — formé de deux traits rectilignes superposés, je rem- 
placerai le trait supérieur, non plus par deux traits rectilignes distincts, 
comme on le fait dans le cas où l’on veut exprimer une équivalence, mais 
pär un crochet trapézoïdal, ou bien encore par un trait recourbé en arc de 
cercle, en réservant toutefois ce dernier signe, ainsi que je l’expliquerai dans 
le Ir, pau le cas spécial où le polynôme 5 (x) se réduit à un binôme de la 
forme x? +1. De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mot 
module a reçu dans la langue analytique un grand nombre d’acceptions 
diverses, je donnerai la préférence au mot diviseur, quand il s'agira de 
nommer le polynôme par lequel on doit effectivement diviser les deux mem- 
bres d’une équivalence algébrique. Par suite, quand j'écrirai le polynôme 
entre parenthèses à la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plus 
des trois lettres initiales mod., mais des trois lettres initiales div. Cela posé, 
la formule 


(3) px) XX) [div s(x)] 


exprimera que les deux polynômes + (x), x (x) sont équivalents entre eux, 
suivant le diviseur (x), ou, en d’autres termes, que les deux polynômes, 
divisés algébriquemennt par 3 (x), fournissent le même reste. Cette équiva- 
lence pourra donc toujonrs être remplacée par une équation de la forme 


(4) p(X)= x (x) + us (x), 
u désignant une fonction entière de x. 

Il est aisé de voir que des équivalences algébriques, quand ‘elles sont 
toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que des équiva- 
lences arithmétiques, combinées entre elles par voie d’addition, de soustrac- 
tion et de multiplication. Ainsi, par exemple, si, en prenant 3 (x) pour divi- 
seur algébrique , on désigne par 


p(x), px), pa(t),..., XX): x (x), Xa (x), 


diverses fonctions entières de +, les formules 

(5) pr) — x (x), 1 (x) xt), pale) — Xo()r 
entraîneront les suivantes : 

(6) pl, Hpi(æ)+ qua) + à = y (x) + jf) + La (6) +, 
(7) ? (x) qi (æ) paf). … — 4 (%) X1 (&) Xa (&)+ + + 
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Effectivement, les formules (5), présentées sous la forme d'équations véri- 
tables, deviendront 
x (&). + 4 5 (x); 
Pix) = Xi) + we (x), 
(8) | 
| Pa(x) = X2(X) + w5 (x), 


Seihin ne sie) ds De Be D'EID R P AN UE Se + 


S 
8 
| 


U,U,U3, ... étant des fonctions entières de x. Or des formules (8), com- 
binées entre elles par voie d’addition et de multiplication, on tirera 
(9). p (x) + o(x) + gx) +... = y (x) + x (2) + ya(æ) +... +Us(x), 


et 


(10) p (x) pi (x) paix)... = x (x) x (x) 42 (2) + Vox), 
U, V étant des fonctions entières de x déterminées par les formules 


U=u+u, +ü+..., 

V'unitlas. 1e (Ge) ITS 
+[u,u,.. y(x)+uu...4 (x) +uu,...4à(2) +... Ms |" 
+ OUEL  , 
+41 (x) Lx)... + 42) 42 (2). + + Ma X (2) x (ee) : 


Or, la fonction entière 5 (x) étant prise pour module, les équations (9), (10) 
peuvent être présentées sous les formes (6) et (7). Ajoutons que si, dans la 
formule (3), on suppose les fonctions p (x), #, (x), (x) égales entre elles , 
on aura, en désignant par "» le nombre de ces fonctions, 


(ri) LAC AP ACIE 


De la formule (11) comparée à la formule (3), il résulte que, sans altérer 
une équivalence algébrique, on peut élever ses deux membres à la m“"° puis- 
sance , quel que soit le nombre entier m. 

Lorsqu'on a fait passer dans le premier membre d’une équivalence algé- 
brique tous les termes que renfermait cette équation , elle se réduit à la forme 


(12) f (æ) —— 0 fdiv.æ(x)|, 


f (x) étant une fonction entière de æ. Supposons maintenant que, la fonc- 


(98) 
tion & (æ) étant du degré 7, on nomme 


Co + CT +. FER ol Cri 
le reste de la division algébrique de f(x) par (x). L'équivalence (12) pourra 
être présentée sous la forme 


(13) CH CID HUM a RER X" "SE 0. 


Or, comme l'équation (13) devra subsister, quel que soit x, on en tirera, en 
posant x — 0, 
te 0: 


On aura donc encore 
L2 


CL +... + Cham Qu RTE DAS — O0; 
puis, en divisant par x, 
ÉD ASE CM ce 2 = 0: 


Cette dernière équation devant elle-même subsister, quel que soit x, on en 
tirera 
LS 0: 


et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaître que la formule (13) 
entraîne avec elle 7 équations distinctes, savoir, 


(14) Co = 0, Ci—=O,..., Cn-2 = O0; Cn1 = 0. 4 


Donc, lorsque le diviseur & (x) est une fonction entière du degré 7, une 
équivalence relative à ce diviseur entraîne avec elle 7 équations, qu'on 
obtient en divisant le premier membre par & (x), après avoir fait passer 
tous les termes dans ce premier membre, et en égalant ensuite à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la divi- 
sion effectuée. 

Pour montrer une application très-simple des principes que nous, venons 
d'établir, considérons en particulier le cas où le diviseur # (x) se réduit au 


binôme x” —1. Comme ce binôme divisera la différence 
am 4, 
quel que soit d’ailleurs le nombre entier m, on aura généralement 


(15) x""—1=—o (div. æ*—1), 
Fa: 


( 92 ) 


ou, ce qui revient au même, 


(16) DUR 1; Â , 


puis, en multipliant les deux membres de la formule (16) par x!, on en 
tirera, pour des valeurs entières quelconques de Let de m, 


(17) ar, pl 
Si, dans cette dernière formule, on attribue successivement à / les valeurs 


I, 2, LR | £ Méree À 
on en iirera 


anti \ / X 
a nr+2 \ y x? 


ES 


nn+Ni—4 REA 
LOT Ni à 


le diviseur étant toujours le binôme x" — r. Soit maintenant 
(19) f(x) = do + AL + AL? +...+ a," + ARE nt 4 4 Ain" + Hi 


une fonction entière quelconque de x. Comme, en vertu de la formule (17), 
on aura généralement 


À nn+i EE nd dames À € nn+1 x! (div. À ut Us 1}; 


l'équation (1 9) donnera 


f(x) = a + a, + an +. \ 
+, + ans + lon + :: .)æ 


(20) + (da + Ansa + anse +...) N°? > (div. x" —:). 


É 


+ (ds Hs Le A)" 


Cette dernière formule fait connaître immédiatement la fonction entière de x 
du degré r — r, qui représente le reste de la division algébrique de f(x) par 
le binôme x” — 1. On peut d'ailleurs étendre la formule (20) au cas où, 
le second membre de l'équation (19) étant composé d’un nombre infini de 
termes, la fonction f(x) serait, en vertu de cette équation même, la somme 
d'une série convergente ordonnée suivant les puissances entières et ascen- 
dantes de la variable x. 


(193 ) 
Considérons encore le cas où le diviseur se réduirait au binôme x" + 1. 
Comme ce binôme divisera la différence 


ann — (— us 
quel que soit d’ailleurs le nombre entier m, on aura généralement, pour des 
valeurs impaires de m , 
(21) x'"+i mo (div.x*+:1), 
ou, ce qui revient au même, 
(22) LS A, 
et, par suite, 
(23) { AE Tic ES 


l étant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des 
valeurs paires de m, 


(24) am —io (div.x"+1), 

ou, ce qui revient au même, 

(25) Re, 

et, par suite, 

(26) Mr 7! 

Cela posé, il est clair qu'en prenant pour diviseur le binôme x" +1, on dé- 


duira de l'équation (19), jointe aux équivalences (23) et (26), non plus la for- 
mule (20), mais la suivante : 


f(x) — a, — a, + aan —.., 
+ (A, — Gnss + danses — : : :)T 
(27) + (do — Aya — Agnya — +.) X? (div. x" +1). 


+ Ce NE Aon-1 —+ CE x" 


Cette dernière équivalence fait immédiatement connaître la fonction entière 
de x du degré n —1, qui représente le reste de la division algébrique de f(x) 


par le binôme x” + 1.- ( 
= (à 


k 


(94) 
$ II. — Substitution des équivalences algébriques taux équations imaginaires. 


Dans la théorie des équivalences algébriques substituée à la théorie des 
imaginaires , la lettre {cessera de représenter le signe symbolique ÿ— 1, que 
nous répudierons complétement, et que nous pouvons abandonner sans 
regret, puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe, ni quel 
sens on doit lui attribuer. Au contraire, nous représenterons par la lettre 7 
une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe — au 
signe —, nous transformerons ce quon appelait une équation imaginaire 
en une équivalence algébrique, relative à la variable ; et au diviseur 5? + 1. 
D'ailleurs, ce diviseur restant le même dans toutes les formules, on pourra 
se dispenser de l'écrire. Il suffira d'admettre, comme nous le ferons effecti- 
vement, que le signe — indique toujours une équivalence algébrique rela- 
tive au diviseur 4? + 1. Cela posé, on passera sans peine des équations qui 
renferment une variable réelle aux équivalences qui devront remplacer les 
équations imaginaires. Et d’abord, comme le binôme 


divisera généralement la différence 


quel que soit le nombre entier m, on en conclura 

(1) Em (—i1)" ——o, 

ou, ce qui revient au méme , 

Ô Em (1); 

puis, en À: hr des par ? les ne nombres de la formule (16), on trouvera 


encore 


(3) DR (1) 5 


Par suite, si l’on remplace successivement le nombre entier m par le 
nombre pair 2m, et par le nombre impair 2m + 1, on tirera des formules (2) 


et (3), 


(4 PRLENSEE 14 Ln+! > ES L'n+ == — 1, L'n+8 SC a 


) 


Eu égard à ces diverses formules, si l'on nomme f(i) une fonction entière 


(®) 
de i déterminée par l'équation 
(3) f(à) = Ao+ai+ as + ai +ani + al +...;, 
On aura encore 
(6) f(i)—a,—a;+a-a+...+(a, —a;—a a; +...)i 


Observons, au reste, qu'on pouvait déduire immédiatement les équiva- 
lences (4) et (6) des formules (23), (26), (27) du premier paragraphe, en 
remplaçant dans ces formules le nombre 7 par le nombre 2, et la lettre x par 
la lettre i. Observons, de plus, que la formule (6) peut être étendue au cas 
où, le second membre de l'équation (6) étant composé d’un nombre infini 
de termes, la fonction f(i) serait, en vertu de cette équation même, la 
somme d’une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
et entières de la variable 5. 
Si la fonction f (1) est le produit de deux facteurs linéaires 


a+6i, y+di, 


il sera facile de la développer suivant les puissances ascendantes de i. On aura, 
en effet, 


(9) (a+ 8i)(y+ di) = ay + (ad + 6y)i+ 6di?; 


et, de inême que l'équation (5) entraîne l'équivalence (6), de même l'équa-. 
tion (7) entraînera la formule 


(8) (x + 6i)(y+ di) ay — 60 + (ad + y). 


Si, dans l’équivalence (7), on réduit le binôme y + d'i à la forme x — 65, 
elle donnera 


(9) (a + Bi) (x —6i) — a? + 62. 


Ajoutons que, si dans la formule (8), on change le signe de la variable ;, on 
trouvera 


(10) (a — 6i)(y — di) — ay — 69 + (ad + 6y)1. 


Enfin, si l'on combine entre elles, par voie de multiplication, les équiva- 
lences (8) et (10), on en conclura, eu égard à la formule (9), 


on) (a+ 82)(y +02) = (ay — 60)? + (xd + 6y)2. 


D'ailleurs, les deux membres de la formule (11) étant indépendants de à, 


(96) 
coincident avec les restes qu'on obtient, en les divisant algébriquement 
par £&? + 1. Donc le signe —, employé pour indiquer l'égalité des restes, 
pourra être remplacé, dans la formule (1 1), par le signe —, et cette formule 
pourra être réduite à l'équation 


(12) (a?+6%)(y? + d?) — (ay — 68)? + («d + 6y}?, 


qui, lorsqu'on attribue des valeurs entières aux quantités «, 6, y; 9, fournit, 
comme l'on sait, la proposition suivante : 


Si l’on multiplie l’un par l’autre deux nombres entiers dont chacun soit 
la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux 
carrées. 


On vient de voir que, dans la formule (11), on peut remplacer le signe — 
par le LE dir —. En général, comme dans toute équiyAlenee relative au divi- 
seur 1?+ 1, le signe — indique légalité des restes qu'on obtient en divi- 
sant deux fonctions entières de par i? + 1, il est clair que si les deux 
membres de l’équivalence se réduisent à des fonctions linéaires de i, on 
pourra remplacer encore le signe =— par le signe — , et réduire ainsi l’é- 
quivalence proposée à une équation véritable. 

Considérons maintenant l’une quelconque des équivalences algébriques 
qui se rapportent au diviseur &? + 1. Si, après avoir fait passer tous les 
termes dans le premier membre, et réduit ainsi l’équivalence proposée à la 
forme 


(13) f(i) — 0, 


on nomme €, + Ci le reste de la division algébrique de f(£) par &* +1, 
l'équivalence (13), transformée en une équation véritable, pourra sécrire 
comme il suit : 


(14) Ch CL ED. 

D'ailleurs, l'équation (14) devant subsister, quel que soit {, on en tirera d'a- 
bord , en attribuant à z une valeur nulle, 

(15) CS ET, 

De plus, de la formule (14), jointe à la formule (15), on tire, quel que soit £, 


; C, i — O, 
et, par conséquent , 


(16) ; Cyr 0. 


(97) 
L'équivalence (13 }, substituée à une équation imaginaire quelconque, en- 
traînera donc toujours avec elle deux équations réelles (15) et (16), que l'on 
obtiendra en égalant à zéro la partie constante et le coefficient de i, dans 
le reste de la division f(i) par &? + 1. Les deux équations réelles dont il 
s’agit sont précisément celles que l’on considérait comme pouvant être sym- 


boliquement représentées par l'équation imaginaire à 
P .P G 


laquelle nous avons 
substitué l’équivalence (13). 


$ II. — Usage des équivalences algébriques dans la trigonométrie ct dans l’analyse des 
sections angulaires. 


Si, dans la formule (8) du paragraphe précédent , on remplace les binômes 


a+ 6i, y+di 
par des binômes de la forme 
COS X + iSin ZT, cos + i sin #, 
elle donnera 
(cosx + isinx) (cos y + isin y) — cosx cos y — sinx sin y 
+ 2(sinx cos y + sin y cosx, 
ou, ce qui revient au même, L 
(1) (cos x + isinæ) (cos y + à sin y) = cos(x + y) + ésin(x + y). 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 


1% Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur 4? + 1, au produit d'un binôme de la forme 


COS X + 1 sin x 


par le binôme semblable dans lequel celui-ci se transforme quand on rem- 


place æ par y, il suffit de remplacer, dans le premier binôme, l'arc x par la 
somme x + y. , 


Corollaire. Si, après avoir obtenu la formule (10), on multiplie les deux 
membres de cette formule par un troisième binôme de la forme 


COS Z + isinZ, 
alors , en ayant égard au théorème énoncé, on trouvera 
(cosæ + isinæ) (cos y + isin y)(cosz + à sin z) 


—— cos (x + y + 2) +isin(x + y + 2). 
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IL y a plus; en opérant plusieurs. fois de semblables multiplications, on 
déduira évidemment du 1° théorème la proposition suivante : 
2° Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur &? + 1, au produit du binôme 


COS X + 1 Sin X 


par les binômes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand on 
remplace x par y ou par z,..., il suffit de remplacer dans le binôme pro- 
posé l'arc x par la somme 


LHPFHE Hi. 


Corollaire. Si, dans le 2° théorème, on suppose les ares x, y, z,... tous 
égaux entre eux, alors , en désignant par 7 lenombre de ces arcs, on verra leur 
somme se réduire au produit zx, et l’on obtiendra la proposition suivante: 


3° Théorème. Si l'on divise la 7° puissance du binôme cos æ + isin x 
par &? + 1, le reste de la division sera cos 2x + isin x. 

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du #héorème 
de Moivre. Ajoutons qu’en vertu des conventions adoptées, ce théorème sera 
exprimé analytiquement par la formule 


(2) (cos x + isinx)" — cos ax + isinnx. 


Voyons maintenant quelle est l'équivalence algébrique qui doit être sub- 
stituée à la relation découverte par Euler, entre les sinus et cosinus et les 
exponentielles imaginaires. 


On prouve aisément que l’exponentielle e* peut toujours être développée 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, 
à l’aide de la formule 
æ? x? 


+ 


ARS ré 
(3) 4 RER E TIR 1.3.0 


en vertu de laquelle e* peut être considérée comme une fonction entière 
de x, composée d'un nombre infini de termes. 


D'ailleurs, si, dans la formule (3), on remplace x par ix, on en tirera 


x? 


1,219 


“ LE. 4 . LA 
(4) tit it + fe EE 


Cela posé , la formule (6) du paragraphe précédent donnera 


/ 


æ? Là) LE &? 
din AA PET ARAT tu sf A — — Sos re D La 
(3) TS: PA LM 34 UE 1.33% ) 


( 99 ) 
Mais, d'autre part; on établit aisément les équations 


x? x" 
SOS NITTI EU 1.2.3.4 CALE 
(6) 
/ PE 
sn Tr— TR + e 
1:2:3 


Donc la formule (5) donnera simplement 
(7) EF = cos X + isinæ; 


et l'on pourra énoncer la proposition suivante : 
4° Théorème. Si l'exponentielle e“*, développée suivant les puissances 
ascendantes de à, et considérée, dès lors, comme une fonction entière der, 
est divisée algébriquement par le binôme 2? + r, le reste de la division sera 
précisément le binôme 
COS X + i sin x. 


Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques , l'énoncé du théorème 
d’Euler, qui, d’ailleurs, se trouve implicitement renfermé dans la formule (3). 

Il importe d'observer que la transformation des formules de Moivre et 
d'Euler en équivalences algébriques n'empêche point de tirer de ces for- 
mules toutes celles qu'on en déduit ordinairement. Ainsi, par exemple, 
veut-on tirer de la formule (2) les valeurs de cos 2x et de sin nx exprimées en 
fonctions entières de sin x et de cos x? Il suffira d'observer qu'en vertu des 
formules (5), (6) du $ IE, l'équation 


. : Un + I . 
(a+bi)}" = a"+ na"! bi+ arr, 


entraînera l’équivalence 


1,2 


| à arr ete deà db.) 


(a+ bi)" —a"— A(RT I) ns pa 


(8) 


et, qu'eu égard à cette dernière, dans laquelle on peut remplacer a et b 
par-cos x et sin x, la formule (2) donnera 


CET. n\n— 1 . 
( COS AL + i Sin AX =— COS" X — ARTE Sos ZX sin? x +.. 
(9) 
; n—1 . __ r(r-1)(- 2) n—3 3 
+ (n cos"! x sinx ———"" cos" "x sn x +...) 


13. 


( 100 ) 


Or, les deux membres de l’équivalence (9) étant des facteurs linéaires de à, 
coincideront avec les restes de leur division par &? + 1. Donc le signe —, 
employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra être remplacé, dans 


la formule (9), par le signe — , et l’on aura encore 
n(r—1) 


COS NX + i Sin ZX —= COS! X — M = one cos? CSA T E ; :: 


n(n—1)(7 — 2) 
1:23 


(10) 


+ i(ncos"-!x sinx — cos" # x sin x +...). 


Ajoutons que, l'équation (10) devant subsister pour une valeur quelconque 
de i, et, par conséquent, pour i— o, les parties indépendantes de : dans les 
deux membres devront être se entre elles. Donc l cnRsqn (ro) 
entraînera les deux équations distinctes 


nn —]I . 
COS AX = COS" X — eee cos"? rx sin? æÆ + .. 
(1) 
à $ * A(n—I1I)(n —2 | . 
sin 2AX = n COS"! Xsinx — : pu - Lndites ut 0 de ci 
$ IV. — Sur les modules et les arguments des binômes de la forme x + 61. 


On s'assure aisément que tout binôme de la forme 
a + 6i 
peut encore être présenté sous cêtte autre forme 
r (cos £ + isiné), 
r étant une quantité positive. En effet, pour que les deux expressions 
a+ 6i, r(cost +isint) 


représentent une seule et même quantité, quelle que soit d’ailleurs la va- 
leur attribuée à i; ou, en d’autres termes, pour que à restant indéterminé, 
on ait toujours 


(1) a + 6i— r(cost +isiné), 
il suffit que r et t satisfassent aux deux équations 

(2) Gé trot, 6 rsint 
Or on peut y satisfaire en posant 


(3) FA re + e), 


( 101.) 


et prenant ensuite pour £ l'un quelconque des arcs dont le sinus et le cosinus 
sont déterminés par les formules 


M 6 
(4) cos £ = * sint—" 


qui peuvent être vérifiées simultanément, puisqu'on en tire, eu égard à la 


formule (3), 
(5) cos? £ + sin — 1. 


La valeur positive de r, fournie par l’équation (3), est ce que nous appel- 
lerons le module du binôme x + 6i. L’arc t, déterminé par les formules (4), 
sera l'argument du même binôme. D'ailleurs le module r, correspondant à 
des valeurs données de «, 8, offrira évidemment une valeur unique déter- 
minée par l'équation (3), tandis que l'argument {, déterminé par le système 
des équations (4), offrira une infinité de valeurs représentées par les divers 
termes d’une progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27 
correspondante au rayon 1. 
Si le module du binôme x + 65 se réduit à zéro, l'équation 


(6) F0 
que l’on pourra présenter sous la forme 
RERO, 

entraînera nécessairement les deux suivantes : 
(7) L'EaCe AATC LE UP 
et l’on arrivefait encore aux mêmes conclusions, en partant soit des équa- 
tions (2), soit de la formule (1). Ainsi, pour que, dans un binôme de la 
forme « + 6i, les deux parties s’'évanouissent, ou, en d'autres termes, pour 
que ce binôme s’évanouisse, quel que soit à, il suffit que le module r se réduise 
à zéro. 

Si; au lieu d’un seul binôme & + 6i, on considere deux binômes de la 


même forme, savoir : 
a +6i et y+ oi, 


et si l'on nomme r, r' les modules de ces deux binômes, en sorte qu'on ait 
1 1 
r = (x? + 6? )2, r'= (y? + d?)?, 
ji 
la somme des deux binômes, savoir : 


a +y +(6 + di, 


( 102 ) 


aura pour module là quantité 


[CES 


[a+ + (+2) Pi=fr+ + a(es + yo)? 
tandis que leur différence 


a —y+($—d)i 


aura pour module la quantité 


UC 


L@— 8) +(y—d) 12 [r+ 2 — a(ué + yd) 2. 


Mais, d'autre part, en remplaçant d par — 9 dans la formule (11) du SIL 
on en tirera 


(a? +6?) (y? + 22) = (ay + 60)? + (ad — &y)?, 

et l’on en conclura 

(æy + 69)? < (a? + 62)(y?+ d?), 
ou, ce qui revient au même, 

(æy + 69)? < r?r'2. 
Donc, par suite, la valeur numérique de la somme 

ay + 60 
sera inférieure au produit rr', et les modules des deux binômes 
a+y+($+ di, œ—y+(s— di 

seront tous deux ER entre la limite inférieure 


[rè— arr" + AE = +t(r-r) 


et la limite supérieure 
[rè+orr'+r]=ræ+r 
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
1% Théorème. La somme de deux binômes de la forme 
a + 61 


est, ainsi que leur différence, un nouveau binôme de la même forme, qui 
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules. 
Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes de la 


( 103)) 


forme & + 6i, alors on déduira immédiatement du 1° théorème la propo- 
sition suivante : 

2° Théorème. La somme de plusieurs binômes de la forme & + 6i offre 
un module inférieur à la somme de leurs modules: Si d’ailleurs, parmi les 
binômes donnés, il en existe un dont le module r soit supérieur à la somme s 
des modules de tous les autres, la somme de tous les binômes offrira un 
module supérieur à la différence r —s. 

Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une fonction en- 
tière de à le module et l'argument du reste que l’on obtient quand on divise 
cette fonction par à? + 1. Cela posé, toute fonction entière de : offrira tou- 
jours un module unique et une infinité d'arguments représentés par les 
divers termes d’une progression arithmétique , dont la raison sera la circon- 
férence 27. D'ailleurs, les 1°" et 2° théorèmes entraîneront évidemment les 
propositions suivantes : 

3° Théorème. Via somme de deux fonctions entières de z offre, ainsi que 
leur différence, un module compris entre la somme et la différence des 
modules de ces deux fonctions. 

4° Théorème. la somme de plusieurs fonctions entières de z offre un 
module inférieur à la somme, de leurs modules. Si d’ailleurs, parmi les 
fonctions données, il en existe une dont le module 7 soit supérieur à la 
somme s des modules de toutes les autres, la somme de toutes les fonctions 
offrira un module supérieur à la différence r — s. 

Si l’on multiplie l'un par l’autre deux binômes de la forme 


æ-R64,..y+di, 
on aura, comme on l’a vu dans le $ I, non-seulement 
(8) (a + 6i)(y+ di) = a6 — yd + (ad + y), 
mais encore 
@) (ut + 8) (gt + 97) = (28 — 9)? + (ad + 87). 
Si, d’ailleurs, on nomme , rr' les modules des deux binômes 

a + 6i, y + dé, | 


et « le module du produit de ces binômes, la formule (9) pourra s'écrire 
comme il suit : 


(10) res”: 


et l'on en tirera 
(L 1) ON 2 à 


Donc Le produit du module des deux binômes de la forme à + 6i est égesl au 
module de leur produit. 

Au reste, cette dernière proposition, et plusieurs autres qui s'en dédui- 
sent, peuvent encore être facilement démontrées de la manière suivante : 


En vertu de la formule (7) du paragraphe précédent, on aura 
(12) cos£ + isiné — et; 
et, en conséquence, l'équation {1) entraînera toujours avec elle l'équivalence 
(13) : a+fixre!!, 


dans laquelle r désigne le module et £ l'argument du binôme x + &i. Ce 
binôme pouvant d’ailleurs être le reste qu'on obtient quand on divise par 
i? + y une fonction entière quelconque de à, la formule (13) entraînera évi- 

demment la proposition suivante : 

5e Théorème. Lorsqu'on prend pour diviseur algébrique le binôme &?+1, 
une fonction entière quelconque de à est équivalente au produit de son mo- 
dule r par l'exponentielle népérienne e", dans laquelle £ désigne l'argument 
de cette fonction. 

Comme, étant données plusieurs expressions de la forme 


it / it' ” Lit! 
ré RTE Re 
le produit de ces expressions sera 


; 0 [LU \ 
rr'r!:.2 CEE eo) 


tandis que la #*"* puissance de la premiere sera 
res 
le 5° théorème entraînera encore évidemment les propositions suivantes : 


6° Théorème. Le produit de plusieurs fonctions entières de l'indétéer- 
minée i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 
somme de leurs arguments. 


7e Théorème. Va n'°"° puissance d'une sé, entière de z a pour module 


la Le puissance du module de cette fonction , et pour argument lé produit 
du nombre » par l'argument de la même fonction. 


- 
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Comme le module d'une quantité a indépendante de la variable à se ré- 
duit à la valeur numérique a de cette même quantité, le 5° théorème com- 
prend évidemment la proposition suivante : 

8° Théorème. Le produit d'une fonction entière de l’indéterminée t par 
une quantité & indépendante de i a pour module. le produit du module de la 
fonction par la valeur numérique a de la quantité à. 


Observons encore que de la formule (13), on tire non- seulement l’'équiva- 
lence : 


(14) (a+6iÿ —r'e"", 
qui s'accorde avec le 7° théorème, mais encore, eu égard à la formule (12), 
l’équivalence 
15 a +.6i)* =— r"{cos nt + i sin nt), 
\ 


à laquelle on parviendrait aussi en élevant à la nième puissancé chaque 
membre de la formule (1), et en ayant égard à la formule (2) du paragraphe 


précédent. 
Supposons maintenant que l’on pose, pour abréger, . 
(16) x = à + Gi. 
Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et £ l'argument du binôme 
a + Gi; 
pe -: SE gs 


seront les modules respectifs des quantités 


æ et 2, 
qui vérifieront les formules 
(19) Dr re, 
(18) bee ce 


Soit encore f(x) une fonction entière de x, du degré #, en sorte qu'on ait 
(19) mm. fX)=ax" + ax" +... + a, X + An 
Enfin, désignons par 
| do ; A ,-.., An, An 
les valcurs numériques des coefficients 


dos A,...; An-1 3 An 
Ex. d'An. et de Phys. math., T. LV. (408 livr.) 14 à 
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_ Les divers termes de la fonction f(x) Marre par PRPAOn (14) auront 


pour modules respectifs les quantités positives 


(20) arr AN ST: AS dé 
qui sont respectivement égales aux produits du facteur r” par les divers 


termes de la suite 
(21) din ME OR 
D'autre part, la fonction 


f(x) = f(a + 6i), 
étant divisée par le binôme i? + 1, fournira un reste de la forme 
P + Qi, 


que l’on pourra réduire à la forme L 
: / 


R(cosT +zsinT), 


en nommant R le module de la fonction, déterminé par la formule 
(22) R=VP2+0!, 


et T l'argument de la même fonction, déterminé par le système des deux 
formules 


(23) cos T — _ sin T — 4 


Observons maintenant que, pour de très-grandes valeurs de r, les termes de 
la suite (21) étant tous très-petits, à l'exception du premier, celui-ci surpas- 
sera, si r est suffisamment grand, la somme de tous les autres. Alors aussi Le 
produit de a, par r”, ou le premier terme de la suite (20), surpassera évidem- 
ment la somme des, autres termes de la même suite, puisque cette’ seconde 
somme sera équivalente au produit de la première par r”. Cela posé, on 
conclura immédiatement du 4° théorème que le module R de la fonction 


’ f(x) = f(x + 6i) 
est non-seulement inférieur à la somme 


j 


ar Hart, ar + &: 


( 107) * 


mais encore supérieur, pour des valeurs de r suffisamment grandes, à la 
différence 
agr" — (art +... Ha, ,r +a,); 


en sorte qu'on a, pour de très-prandes valeurs de r, 
F ea a, * Lu a, 
(24) > RE à) 


r, le Le N membre de la formule (24) étant le produit du facteur r” par 
fe diese 


qui s'approche indéfiniment , pour des valeurs croissantes de n, de la limite à,, 
on peut affirmer que, le module r venant à croître, le module R deviendra 


infiniment grand , en même temps que r”". On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 


9° Théorème. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule 
lettre x le binôme & + 61, dans lequel z désigne une variable indéterminée. 
Soit d’ailleurs f(x) une fonction entière de + composée d’un nombre fini de 
termes. Si l’on fait croître indéfiniment le module 7 de la variable x, le mo- 
dule R de la fonction f(x) deviendra infiniment grand, pour des valeurs 
infiniment grandes de 7. 


$ V. — Sur la substitution des racines des équivalences algébriques aux racines imaginaires 
des équations. 


Soit, comme dans le paragraphe précédent, f(x) une fonction entière du 
degré n,en sorte qu’ on ait 


f(x) = ax" + a; xt + a, ,x + a,, 


les coefficients &,, 4, ,..., 4, étant des quantités réelles. Les valeurs réelles 
de æ qui satisferont à à l'équation 


(1) ù f(x) = 0, 


sont ce qu'on appelle les racines réelles de cette équation. D'ailleurs le 
nombre de ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur au degré n 
de l'équation; et même si Ce degré est un nombre pair, toutes les racines 


14. 


+ ( 108 ) 


réelles pourront disparaître à la fois. Mais si, en posant 


. 


(2) T=at+6i 


mn 


on remplace dans la formule (x) le signe — par le signe —, cette formule, 
réduite à l'équivalence | 


(3) f(x) —o, 


aura toujours des racines, c'est-à-dire qu’elle pourra toujours être vérifiée 
par des valeurs de x de la forme &‘+ 6i. En d'autres termes, on pourra 
toujours trouver des systèmes de valeurs réelles des quantités & et 6, pour 
lesquels se vérifie la condition 


(4) f(a + 6i) — 0. 


Il ya plus; le nombre des racines de l’équivalence (3) sera toujours égal à », 
et l’on peut énoncer les propositions suivantes : 


1% Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux coef- 


ficients 
Ag dy, Ans 


l'équivalence (3) a toujours z racines, et n’en saurait avoir un plus grand 
nombre. 
2° Théorème. Si l'on désigne par x,, x,,..., x, les n racines de l’équi- 
valence (3), le polynôme f(x) sera équivalent au produit des facteurs 
linéaires 
TX) L— Hoi. al 


en sorte qu'on aura 
(5) f(x) (x —-x,)(x —x:)...(x — x,). 


3° Théorème. Lorsque, dans une équivalence du degré 2, le coefficient a, 
du premier terme est réduit à l'unité, les coefficients &,,&;, 4,,..., a, du 
deuxième , du troisième, du quatrième, ... , du dernier terme, étant pris al- 
ternativement avec le signe — et avec le signe +, sont respectivement égaux 
‘ à la somme des racines, ou aux sommes des produits qu’on obtient en mul- 
tipliant ces racines deux à deux, trois à trois, etc., ou enfin au produit de 
toutes les racines. 

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et même les 
étendre au cas où chacun des coefficients compris dans la fonction entière 
f (x) serait remplacé par un binôme de la forme « + 8i, si l'onpart des 


( 109 ) 

principes établis dans le paragraphe précédent, surtout dans le $ LV, et si 
l'on suit d'ailleurs la marche que j'ai adoptée, dans le IV® volume des Exer- 
cices de Mathématiques, en démontrant les propositions correspondantes de 
la théorie des équations. Pour que les démonstrations dounées alors de- 
viennent applicables aux propositions nouvelles, il ny a presqué autre 
eho:e à faire que de remplacer le signe — par le signe —, et les mots 
équations, égal, etc., par les mots équivalence, équivalent, etc. 

On voit maintenant quelle idée on doit se former de ce qu’on appelait les 
racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, elles deviennent 
des racines réelles d’équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, cette 
proposition que l'équation binôme 

x'+1=0 


a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la 


formule 
ue À Du mn | 


V2 


i étant une racine carrée de — 1, devra s’énoncer dans les termes suivants: 


? 


L’équivalence | 
T'SEN — 0 
a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la formule 
St ht 
V2 
En d’autres termes, si l’on prend pour x l’une quelconque des quantités 


comprises dans la formule 
HzE : 


V2 
æ* + 1 sera divisible algébriquement par i? + 1. 
Lorsque , dans une racine x = « + 6i de l’équivalence (3), le coefficient 6 
se réduit à zéro, cette équivalence, réduite à la forme 


? 


4 f(ad — 0, 
entraîne évidemment l'équation 
à f (&) = 0, 
par conséquent l'équation 
f (x) — ©. 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 


( 110 ) 


Théorème. Parmi les racines de l'équivalence (3), celles qui sont indé- 
pendantes de i sont en même temps des racines réelles de l'équation (1 (1). 

Il est bon d'observer que le binôme i? +1 ne variera pas si l'on change 
i en —i. Cela posé, si, les coefficients &,, 4, +.» 4 étant indépendants 
de £, on satisfait à l'équivalence (3) par une racine x de la forme 


a + Gi, 


il est clair qu'on y satisfera encore par une racine x de la forme 
Œ — 6c, 


puisque, pour déduire cette seconde racine de la première, il suffit de 
changer i en — i. Donc, si en adoptant le langage généralement admis, on 
appelle conjuguées + expressions de la forme 


a +6i, a+ 6i, 


on pourra énoncer la proposition suivante : 


5° Théorème. Lorsque dans la fonction f(x) les coefficients sont très- 
indépendants de #, celles des racines de l’équivalence (3) qui ne deviennent 
pas indépendantes de i sont en nombre pair, et ces mêmes racines, prises 
deux à deux, sont conjuguées l'une à l’autre. 
Du 5° théorème on peut immédiatement déduire la proposition connue, 
qui s'énonce dans les termes suivants : 
6° Théorème. Si dans la fonction entière f (x) les coefficients sont tous 
indépendants de À, cette fonction sera en en facteurs réels du 
PrÉRE et du aid degré. 1 
Lorsque la fonction f(x) cesse d’être algébrique et devient transcendante, 
les racines de l’équivalence (3), c’est-à-dire les valeurs de x, de la forme 
x + 6i, qui vérifient cette équivalence , représentent encore. ce quon appe- 
lait les racines réelles où imaginaires de l'équation (3), savoir. : les racines 
réelles quand ces valeurs FA re indépendantes de à, et les racines ima- 
sinaires dans le cas contraire. Alors aussi les théorèmes qui se rapportaient 
aux racines des équations transcendantes, se transforment en théorèmes re- 
latifs aux racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que 
l'on donne des premiers s'appliquent os Craie aux autres, moyennant la 
substitution du signe =—— aux signe —, et des mots équivalence, équiva- 
lent, etc.,aux mots-équation, égal,.etc. 


… 
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MÉMOIRE 


SUR LES 


PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES. 


Les progressions sont les premières séries qui aient fixé l'attention des 
géomètres. Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites, dont la consi- 
dération se présentait natarellement à leur esprit, telles que la suite des 
nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des nombres impairs, 
offraient cela de commun, que les divers termes de chacune d’elles étaient 
équidifférents entre eux; et l’on se trouvait ainsi conduit à remarquer les 
progressions par différence, autrement appelées progressions arithmétiques. 
De plus, en divisant algébriquement deux binômes l’un par l’autre, ou même 
en divisant un monôme par un binôme, on voyait naître la progression par 
quotient, autrement appelée progression géométrique, qui offre le premier 
exemple d'une série ordonnée suivant les puissances entières d’une même 
quantité. 

En réalité, une progression arithmétique n'est autre chose qu' une série 
simple dont le terme général se réduit à une fonction linéaire du nombre qui 
exprime le rang de ce terme. . 

Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu'une série 

simple, dans ladelle le terme général se trouve représenté par une expo- 
nentielle dont l'exposant se réduit à une fonction linéaire du rang de ce 
même terme. 

Il en résulte qu'une progression géométrique est une série simple dont 
le terme général a pour logarithme le terme général d'une progression 

arithmétique. 

Il y a plus; de même qu'en géométrie on distingue des paraboles de 


(:rtas 


divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en analyse des 
progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra naturelle- 
ment appeler progression arithmétique de l’ordre m une série simple dont 
le terme général sera une fonction du rang de ce terme, entière et du 
degré m. 

Pareillement, il paraît naturel d'appeler progression géométrique de 
l’ordre m une série simple, dans laquelle le terme général se trouve re- 
présenté par une exponentielle dont l’exposant est une fonction du rang 
de ce terme, entière et du desré m. 

Cela posé, le terme sénéralà d’une progression géométrique de l'ordre m 


aura toujours pour logarithme le terme général d’une progression arithmé- 
tique du même ordre. 


Les définitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique 
et géométrique du premier ordre seront précisément celles que l'on avait 
déjà examinées d’une manière spéciale, celles-là même dont les diverses 
propriétés, exposées dans tous les Traités d'Algèbre, sont parfaitement con- 
_ nues de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques. 

Ajoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres , quand on 
les suppose formées d'un nombre fini de termes, offrent des suites que les 
géomètres ont souvent considérées, et que l'on apprend à sommer dans le 
calcul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des 
nombres entiers; telle est encore la suite des cubes, ou, plus généralement, 
la suite des puissances entières et semblables de ces mêmes nombres. 

Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des propriétés 
dont Clos À jouissent, méritent surtout d'être remarquées, sont les progressions 
géométriques des ordres supérieurs au premier. Celles-ci paraissent tout à 
fait propres à devenir l'objet d’une nouvelle branche d’analyse dont on peut 
apprécier l'importance en songeant que la théorie des progressions géomé- 
triques du second ‘ordre fohbnit immédiatement les belles propriétés de: 
fonctions elliptiques ;'si bien développées par M. Jacobi. 


ANALYSE. 
6 I. — Considérations générales. 


Une progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple, dans 
laquelle le terme général w,, correspondant à l'indice n, se réduit à une 
fonction linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour toute valeur entière, 


l'an 


\ 


positive, nulle ou négative de n, 
(1) uy = à + bn, 


a et h désignant deux constantes déterminées. 

Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu'une série 
simple, dans laquelle le terme général #,, correspondant à l'indice n, se 
trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonc- 
tion linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour toute valeur entière, 
positive, nulle ou négative de n, 


| it À ais 
(2) Hi A« qe: 


A, a, b désignant trois constantes déterminées. Il est d’ailleurs important 
d'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de w, fournie par 
l'équation (2), on peut toujours y supposer la constante A réduite à une quan- 
tité positive, par exemple, à la base 


&== 2:n102016... 


des logarithmes népériens. 

En étendant et généralisant ces définitions, on devra généralement appeler 
progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont le terme géné- 
ral &, sera une fonction de l'indice 2, entière et du degré m. 

Pareillement, il paraît naturel d'appeler progression géométrique de 
l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général 4, se trouve 
représenté par une exponentielle dont l’exposant se réduit à une fonction 
de l'indice n, entière et du degré m. 

Ces définitions étant adinises, le terme général #, d'une progression 
arithmétique de l'ordre », exprimé en fonction de l'indice 7, sera de la 
forme 


(3) Us = A + dl + Al +... + ann", 


As Aiy dar... Am Étant des coefficients constants, c'est-à-dire indépendants 
de n.: 

Au contraire, le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m 
sera de la forme 


(4) D A RAS RS 


et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme génér al d'une progres- 
sion arithmétique de l’ordre m. 
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Si, pour abréger, on pose 
LE À, ORAN EN A AU ; 
l'équation (4) donnera. 
2 ï m 
(5) LE RR DS. 


Donc le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m peut être 
considéré comme équivalent au produit de m bases diverses 


Los Lys Lg... Um) 
respectivement élevées à des puissances dont les exposants 
L, Mr Mt 7 
forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison est 
précisément le nombre 7. 
Si au coefficient x, on substitue la lettre k,et aux bases x, SA PIE de 


les lettres x, Ÿ, z,.…., V, w, alors on obtiendra, pour le terme général w, d’une 
progression géométrique de l'ordre m, une expression de la forme 


nm nn 


(6) u, = ka" ya". ..0" "m0", 


et le terme particulier correspondant à l'indice n = o sera 


L 


(7) Uo — k. 


Donc, si lon nomme # le terme spécial qui, dans une progression géomé- 
trique, correspond à l'indice zéro, le terme général correspondant à l’'in- 
dice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre, de la 


forme 
kx” 


dans une progression géométrique du deuxième ordre, de la forme 
nie 
kx VS 
dans‘une progression géométrique du troisième ordre, de la forme 
n n° n° 
KATY ::2" 4 
etc. 


En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression 
arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiniment ou dans un 
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seul sens, ou en deux sens opposés. Si w, représente le terme général d'une 
telle progression, celle-ci , indéfiniment prolongée dans un seul sens ; à partir 
du terme 4,, sera réduite à la série 


U, ; UE Us ,...; 
ou. à la série 
NM Ms. 


La même progression , indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera 


* U_o, Uu_,, Lo; U,, Us, .... 


$ II, — Sur les-modules et sur les conditions de convergence des: progressions géométriques 
des divers ordres. 


Considérons d'abord une progression géométrique de l’ordre m, dans la- 
quelle le terme général 4,, correspondant à l'indice 7, soit de la forme 


RAA nn" 
PRE at 


A désignant une quantité réelle et positive, et 7 une quantité entière posi- 
tive, nulle ou négative. Si l'on suppose cette progression prolongée indéfi- 
niment dans un seul sens, à partir du terme #, — 1, elle se trouvera réduite 
‘ou à la série 


(E} °° HR, A. AT, 
ou à la série 


: ç ù un 92" ay 1 

(2) | m, A, A2", AFS" 

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers laquelle 
convergera, pour des valeurs croissantes du nombre 7, la quantité 


(wy À", 


Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la limite 


vers laquelle ‘convergera, pour ‘des valeurs croissantes du nombre », la 
quantité 


(an) == APT, 


Enfin, si l'on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les deux 
15. 
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sens, on obtiendra la série 


(3) AUS, CR A EEE TS ER 


QE : 


dont les deux modules se confondront, l’un avec le module de la série (1), 
l'autre avec le module de la série (2). D'ailleurs ces deux modules, c est-à- dire 
les limites des deux expressions 


ANT” A1) 
9 4 


; 
se réduiront évidemment, 1° si l’on suppose m—+r, aux deux quantités 

AUTRE AT: 
2° si l'on suppose #3 impair, mais différent de l'unité , aux deux quantités 

| A®, A; 
3° si l'on suppose m pair, à la seule quantité 
F. d 
Ajoutons que l'on aura encore, 1° en supposant À < 7, 
AT 0; NT 


2° en supposant À > 1, 


Il est maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (1), (2), (3) 
seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfiniment” pro- 
longée dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son mo- 
dule est inférieur ou supérieur à l'unité. De plus, quand la série se prolonge 
indéfiniment en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s’agit 
le plus grand des deux modules, et l’on peut affirmer que la série est alors 
convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules 
est inférieur ou supérieur à l'unité. 

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les 
propositions suivantes : 

1% Théorème. Soient À ‘une quantité positive, et m un nombre impair 
quelconque. La progression géométrique 


1, Ar AR AU 5: 


dont le module est À ou A°, sera convergente ou divergente, snivant que 


(117) 
la base A sera inférieure ou supérieure à l'unité. Au contraire, la progression 
géométrique 
1 —27 —3” | 
? A , A , À taie 
dont le module est A7! ou A®, sera convergente ou divergente, suivant 
que la base A sera supérieure ou inférieure à l'unité. Quant à la progres- 
sion 
90 _—92n ae on É Lu 
._. A pi A A 9 Li L] A 3 A 3 A , LA |] ? 
qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premières, et se con- 
fond avec la série (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que ses deux 
modules, étant inverses l’un de l'autre, ne pourront devenir simultanément 
inférieurs à l'unité. 
Si mn désigne un nombre pair, on aura non plus 
_n)" _ An" 
ACP'RNTT, 
mais 


AGE A7. , 
Donc alors la série (2) ne sera plus distincte de la série (1), et la série (3), 
réduite à la forme 


AS A" Aur, 4%, 4°, 


offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra évidemment 
énoncer la proposition suivante : 

2° Théorème. Soient À une quantité positive et m un nombre pair nr 
conque. La progression géométrique, qui offrira pour terme général A” 
étant prolongée indéfiniment , ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés, 
sera toujours convergente si l’on a 

A<1, 

et toujours divergente si l'on a 


A> 1. 


Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre m, 
qui ait pour terme général la valeur de x, déterminée par l'équation 


(4) PT NN 2 MU ne 


le nombre des variables 


XL, Ÿ» Zi. p, LL 4 
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ñ , 0 # , “ . 8" 

étant précisément égal à m. Soient, d’ailleurs, 
XG M4. SANTE 


les modules de ces mêmes variables, et k.le module du coefficient k. Si l’on 
nomme u, le module de Un, ON trouvera | 


(5) DE 0 à «A PUS CAE GAP 
ou, Ce qui revient au même, 

#2] In 

(6) d, ANT). 

la valeur de N étant 

I _4 I I i 
(7) N = RACE CENTRE, RU 


D'autre part, la progression géométrique que l'on considère étant pro- 
longée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés, offrira 
un ou deux modules représentés chacun par l’une des limites vers lesquelles 
convergeront pour des valeurs croissantes de », les deux expressions 


i I 


(u)", (uw) . 
Mais, pour des valeurs croissantes de 7, la valeur de N déterminée par la 
formule (7), et celle qu'on déduirait de la même formule en y remplacant 
n par — 7, convergent généralement vers la limite w. Donc, eu égard à la 
formule (6) , les limites des expressions 


I 


(o,)5, (u,)" 


seront généralement les mêmes que celles des expressions 


nn— l 


w w (—4) Pr 


En partant de cette remarque, et raisonnant comme dans le cas où le terme 
sénéral de la progression géométrique se réduisait à 

Æ 
on établira cdot les deux propositions suivantes : 


3° Théorème. Soit m un nombre impair quelconque. La progression gé60o- 
métrique et de l’ordre m, qui a pour terme général la valeur de 4, déter- 


(119 ) 
minée par l'équation | 
PREND ont al NP a 


étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira généralement deux 
modules inverses l’un de l'autre, et sera par conséquent divergente, à moins 
que le module w de la variable w ne se réduise à l'unité. La même progres- 
sion, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du terme 


uÿ = À, 
et réduite ainsi à l’une des séries 


, —t e — » 
(SL erz.. 0, RARE CR QE RAT Et a AO OUR. 1, 


m— 


(OYÆ, Rata". ae AO) OR AU EE XP AE UNS pue is 


sera convergente, si le module du dernier des facteurs qui renferme le 
second terme reste inférieur à l'unité. En conséquence, w étant toujours le 
module de la variable w, la série (8) sera convergente si l'on a 


WT, 
et la série (9), si l'on a 
RE 
ou, ce qui revient au même, 
MON Et 


Au contraire, la série (8) sera divergente si l'on a 


W> I, 
et la série (9), si l'on a 
| Wi< 1. 
4° Théorème. Soit m un nombre pair quelconque. La progression géomé- 
trique et de l’ordre m, qui a pour terme général 


dy = Rap ai St ee, 


étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules égaux 
et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la variable w 
sera inférieur ou, supérieur à l'unité. 

Les 3° et 4° théorèmes supposeut que le module w de la variable w diffère 
de l'unité. Si ce même module se réduisait précisément à l'unité, alors, pour 
savoir si la série dont w, représente le terme général est convergente ou 


a 
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divergente , il faudrait recourir à la considération des modules 
Wire, Vs À 


des autres variables, ou plutôt à la considération du premier d’entre ces mo- 
dules qui ne se réduirait pas à l’unité. En suivant cette marche , on établirait 
généralement la proposition suivante : 


5° Théorème. Soit m un nombre entier quelconque, et nommons 
<s Me NT 
les modules des variables 
LS Pa Wire V, 0, 
Enfin, supposons que la progression géométrique, et de l’ordre », qui a pour 


terme général 


LL nm m 


DER of se MES ANNE: ail 


soit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sera con- 


vergente si, parmi les modules 
Mid Et, À 


le premier de ceux qui ne se réduisent pas à l'unité reste inférieur à l'unité 
et correspond à une variable dont l’exposant dans la formule (5) soit une 
puissance paire de #. La même progression sera divergente si l'une de ces 
deux conditions n’est pas remplie. 

Le 5° théorème entraîne immédiatement la proposition suivante : 

6° Théoreme. Soit m un nombre impair et supérieur à l'unité. La pro- 
gression géométrique et d'ordre impair, qui aura pour terme général 


MU ou COPA TR 27 


étant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la der- 
nière des variables 5 


offre un module w = 1, et l’avant-dernière » un module v inférieur à l'unité. 

Il suit des 4° et 5° théorèmes que, parmi les progressions géométriques , 
celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, ne puisse Jämais être convergente. 
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$ HI. — Propriétés remarquables des progressions geométriques des divers ordres. 


Désignons par » un nombre entier quelconque , et considérons une pro- 
gression géométrique de l’ordre m, dont le terme général 4, soit déterminé 


par la formule 
(2) MR 1 OP 


On aura 
Me key z.. vw, etc., 


et par suite 


{ Un £ 3 m— 1 m 
(a «ik a cn Lt ASE NÉS : 
@) + © | 
MS art y (mt)? Zn) on pue) 
FAR ZYZ. « .0W + 


puis on tirera de la dernière équation 


(3) : Un+ — X" Fr Pr ù pr" W"". 
les nouvelles variables #, F, Z,..., 7, W étant liées aux variables x, y, z,.… 
par les formules 


UL 


ji X = xy ne MR T AT 


(m—1)\(m—92)  mi(m—1) 
RAR AU NT GER td 
pe. (ni) (m2) (m3) m (m1) (m2) | 
(4) | M = TD 33 w 2.3 
etc., 
FF = vw, 
MW; 


dans lesquelles les variables x, y, 2,..., v, w se trouvent élevées à des puis- 
sances dont les exposants se confondent successivement avec les nombres 
figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équations (2) et (3), 
qu'il suffit de remplacer les variables x, y, 3,..., 9, W par les variables 
À y PERS SR FF peur transformer le rapport 

Lit 

2 


Aus 


(er 
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ECS 
en une fonction nouvelle équivalente au rapport 


Uni 
VA 


Considérons spécialement le cas où la progression géométrique est con- 
vergente. Alors, de l'observation que nous venons de faire on dédnira faci- 
lement les dei théorèmes dont je joins ici les énoncés. 


1% Théorème. Supposons que la série, ou plutôt la progression géomé- 
trique : 


(3) *Ugs Us, Ur, Uo, U, Uo, Ug;re, 

dont le terme général w, est déterminé par la formule (1), reste convergente, 
tandis qu’on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit 

(6) $ S =, y, Zyee) F4 w) 

la somme de cette même progression, en sorte qu’on ait 

(7) ft, 7,2...,0,W) =... us+uo+ ui ++ +++ 


Soient encore X, F,Z,..., W, W de nouvelles variables liées aux variables 
XL, V3 25e. V, W par les formules (4). La fonction f(x, y, z, ..., v, w) se trou- 
vera reproduite par la substitution des variables nouvelles #, F,Z,..., F,W 
aux variables æ, y, 2,...,v,« et par l’adjonction du facteur 


U; » 
re VS 4e CCE 44 
or À à 


au a télnltde de cette substitution; et par conséquent la fonction f(x, y,2,...,v,w) 
vérifiera l'équation linéaire 


(8) f(x, 7,2...,0,w)=2xyz.. .vwf(X,F,Z,..:, 7,7). 


2° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 1°’ théorème , 
la factorielle P (”) déterminée par l'équation 


(9). -P— (+4) (1+%) (+2)... (142) (+=) (+). 


sera encore une fonction de x, ÿ,Z,...,#,w, qui se trouvera reproduite par 
la substitution des variables X, Y, Z,..., 1, W aux variables æ, y, 2,..., v,w, 


L 


12 


4 ñ 7. re , . LS 
{(*) Je suppose ici que, pour abréger, on désigne sous le nom de /actorielles des produits 
composés d’un nombre fini ou infini de facteurs. 


et par l'adjonction du facteur 


au résultat de cette substitution. Donc, si, pour plus de commodité, on dé- 
signe par 


(10) Font rl Zys.., Ÿ, w) 


la valeur de P que fournit l'équation (3), la fonction F (x, y, 2,..., v,w) aura 
la propriété de vérifier l'équation linéaire 


(11) Fée,r,2,.:.,%,w)= xy2..0wF (4, F,2,. “FM): 


$ IV. — Nouvelles formules relatives aux progressions géométriques des divers ordres, et aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. 


Aux formules générales établies dans le paragraphe précédent, on peut 
en joindre quelques autres, qui méritent encore d’être remarquées; celles-ci 
se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux théorèmes relatifs aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. Ces nouveaux théorèmes peu- 
vent s'énoncer comme il suit: 


1* Théorème. Concevons que l'indice z représente, au signe près, un 
nombre entier. Soit, de plus, 


U, 


une fonction de l'indice n et des variables x, y, z,.... Enfin, supposons que 
les diverses valeurs de ,, savoir, 


(1) tel 3; Us; WU, Us U,, Us; Us. 


forment une série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens. 
Si, en substituant aux variables x, y,3,... d’autres variables #, F, Z,..., qui 
saient des fonctions connues'et détroinbes des premieres, on transforme 
généralement u, en 4,:,, alors la somme 


(2) D. Qu OU, Se MU he de 
de la série (r)sera une fonction de x, ÿ,Z,... qui se trouvera reproduite 
par la substitution dont il s'agit. . 


Démonstration. En effet, désignons, sus plus de commodité par 
16. 


# 
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f(x, y,2,...) la somme s de la série (r). On aura non-seulement 
(ri, Le) Tu, 


la somme qu'indique le signe Z s'étendant à toutes les valeurs entières posi- 
tives, nulle et négatives de 7, mais encore, en vertu de l'hypothèse admise, 


APS )= Zu; 


et comme, évidemment, 24,,, ne diffère pas de Xu,, on trouvera définiti- 
vement ; 
(3) EUR pi ST EUR FAT LU 


2° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé- 
dent, la factorielle P déterminée par l'équation 


(4) Prada ra) Eu) +dtteu).7: 


sera encore une fonction de x, ÿ,Z,... qui se trouvera reproduite par la 
substitution des variables X, F, Z,... aux variables x, y,2,.... 


Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F(x, y,2,...) la factorielle P. L'équation (4) donnera 


F(x,7,2,...)=...(1+u3)(1#+u0,)(1 + mo) +4) (+ Wo)...; 
puis on en conclura , en remplaçant di V5: PO A LUS da a 

FIX, F,2,..,)=...(1 +u)(r + 0)(1 + 8) (1 +0) (1 + ds) : 
et, par suite, 


(5) Fe?) J'EN) 


Supposons maintenant que les deux modules de la série (r), prolongée 
indéfiniment dans les deux sens, soient, l’un inférieur, l’autre supérieur à 
l'unité ; de sorte que, la série (r) étant divergente, les deux séries , 


Uoy Us Us, Ugye.., 


soient l'une et l’autre convergentes. Alors, à la place du 2° théorème, on ob- 
tiendra évidemment la proposition suivante : 


(:125 ) 


3e T'héorème. Supposons que la série (1), qui a pour terme général x, , 
étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette 
série qui correspondent , l'un à des valeurs positives, l'autre à des valeurs 
négatives de l'indice »#, soient , le premier inférieur, le second supérieur à 
l'unité. Si, en substituant aux variables æ, y, z,.. d’autres variables #, F, Z.... 
qui soient des fonctions connues des premières, on transforme généralement 
u,, en u,.,, alors la factorielle P déterminée par l'équation 


(6) P=-.(i+ (+) +0) +0) +0). 


sera une fonction de x, ÿ,3,... qui se trouvera reproduite par la substitu- 
tion des variables X, F, Z,... aux variables x, y,2,... et par l'adjonction 
du facteur z, au résultat de cette substitution même. 


Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F(x, y, z,...) la factorielle P. L'équation (6) donnera 


EE SE CARRÉS LP (+) (+2) 0 + Uo)(1+4,)(1 + W)..., 
puis on en tirera, en remplaçant x, y,z,... par X,Y,Z,..., 


EUX F2... J=... (+ à) (++) PÉSAT P  2 ms 


et par suite 
(7) PF, 7, Bi} We (A) 7, OS 


Considérons maintenant une progression géométrique, et de l’ordre m, 
dont le terme général w,, correspondant à l'indice n, soit déterminé par une 
équation de la forme 


(8) LR PE QE RENE pe pr, 
On tirera de cette équation 
(9) : de. es PSS RS RE 


les valeurs des variables 
KA, FSU AT 
étant liées à celles des variables 


Mn Vin ax Pr D 
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par les formules 


" Ass à, .#W, 
Ping 207 on 
(m—1)(m—2) m(m—1) 
(ro) M re A ne Mn 2: Cane M UE 
etc., 
V'ore VE. 
\ WT — w 


Cela posé, on déduira évidemment des 1°, 2° et 3° théorèmes les pro- 
PP suivantes : 


4° Théorème. Supposons que la progression géométrique et de l’ordre m, 
qui a pour terme général 
ne SD 
reste couvergente, dans le cas où elle est indéfiniment prolongée dans les 
deux sens; et soit : 
ST Pr Lies Pa) 
la somme de cette progression géométrique. Alors, en nommant X, F, Z.... 


des variables nouvelles liées aux variables x, y, z,... par les formules (10), 
on aura 


(13) fr, ÿ, 2.40, MERE GE, M) 


5° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé- 
dent, si l'on représente par 


ER RTS Zn us. Vs D) 
la factorielle 


(+4) G+us) G+ Ua) (1 + u,) ( + 4 41 


: De 
on aura encore 


(12)  Ef;:m,2...,,w) = F(4,7,2,...,7, WP). 


6° Théorème. Supposons que, la progression géométrique et de l ordre m, 
qui a pour terme général 


poele np 


Hi ENT 0 À 
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étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette 
progression, qui correspondent, l’un à des valeurs positives, l'autre à des va- 
leurs négatives de n, soient, le premier inférieur, le second supérieur à l'u- 
nité. Alors, en nommant #, F, Z,... des variables nouvelles liées 
aux variables x, y, z,... par les formules (10), et en désignant par 
F(x, y,2,...,9, w) la factorielle 

I I #, 

CSA ES En ?3 \ 

(+ | (1+; | (2 + Wo) (1 + M) (1 + Wa). os 


(2) 


on trouvera 
à Fe RE 2,8, FR): 


Dans le cas particulier où les progressions que l’on considère sont du 
second ordre, les divers théorèmes que nous venons d’énoncer, joints aux 
propositions fondamentales du calcul des résidus, fournissent le moyen d'é- 
tablir un grand nombre de formules dignes de remarque, et relatives aux 
fonctions elliptiques. Si l'on suppose, au contraire, qu'il s'agisse de progres- 
sions géométriques d'un ordre supérieur au second, alors, à la place des 
formules qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques , on obtien- 
dra des formules plus générales que je développerai dans d’autres Mémoires. 
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: MÉMOIRE 


SUR LE 


CHANGEMENT DES VARIABLES DANS LES INTÉGRALES. 


$ I. — Considérations générales. 


Considérons d’abord une intégrale simple ou de la forme 
P 


(a) 4 : +} our, 


x étant une variable réelle et Q une fonction réelle de x, qui demeure con- 
tinue entre les limites x = x’, x — x”. Supposons d'ailleurs que dans cette 
intégrale on veuille substituer à la variable x une nouvelle variable x liée à 


x par une certaine équation 
(2) vire ee 
et soient x’, x” les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x’, ni 
de x. On aura, en regardant x comme fonction de x, 
dx'= D,xdx; 


puis on en conclura 


(3) + O dx 1. OD,xdx, 
x x 


pourvu que, en vertu de l'équation (2), chacune des variables x, x reste 
fonction continue de l'autre, du moins entre les limites de l'intégration, 
c’est-à-dire pourvu qu'entre ces limites les deux quantités x, x varient simul- 
tanément par degrés insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de 
l'une , l'autre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc, sous 


( 129) 
cette condition, 


(4) 5= f" ODædx: 


’ 
LA 


et alors, pour substituer, dans l'intégrale proposée 8, la variable x à la va- 
riable æ, il suffira, 1° de remplacer dx par dx, eu multipliant la fonction 
sous le signe f par le facteur D,x; 2° de substituer aux limites données de 
la variable x les limites correspondantes de la nouvelle variable x. 

Si la condition énoncée n'était pas remplie, il deviendrait nécessaire, 
avant d'effectuer le changement de variable, de décomposer l'intégrale 
donnée 8 en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se 
vérifierait. Alors l'intégrale s, relative à la variable x, se trouverait rem- 
placée, non plus par une seule, mais par plusieurs intégrales relatives à la 
nouvelle variable x, et serait équivalente à la somme de ces dernières inté- 
grales. 

Il importe d'observer que, dans le second membre de la formule (3) ou 
(4), æ est considérée comme une fonction de x complétement déterminée 
en vertu de l'équation (2). Si, pour chaque valeur réelle de x, l'équation (2) 
fournissait plusieurs valeurs réelles de x, on devrait se borner à considérer 
une seule de ces dernières. 


La substitution de x à x ne pourrait plus avoir lieu si à une valeur de x 
comprise entre les limites x’, x” ne correspondait pas toujours, en vertu de 
l'équation (2), au moins une valeur réelle de x. 


- Observons encore que, si l’on suppose x’ < x”, le facteur D,;x sera, dans 
la formule (3) ou (4), une quantité affectée du même signe que la diffé- 
rence x” — x’. Donc, si l’on désigne par a la plus petite et par à la plus grande 
des deux quantités x’, x”, si d’ailleurs on nomme © la valeur numérique de 
D,æx, en sorte qu'on ait 


(5) 0 — V(D;x), 


à [' SDixds = f 264x, < 


et l'équation (4) pourra être remplacée par celle-ci : 


(6) | s= f'oeax 
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on trouvera 
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Considérons maintenant une intégrale multiple de la forme 


ï x" à y" 3" u! op" ww! ù : 
ne) LE [ [ We [ f J Q dw dv du... dzily dx, 
x! y! z! ou’ pv! w! ù 


Q étant une fonction réelle et continue des » variables réelles x, y, 2,...,u,v,w, 
et les limites de chaque intégration pouvant dépendre des variables aux- 
quelles se rapportent les intégrations suivantes. Alors, les limites æ', x” étant 
des quantités constantes, les limites y’, y” pourront être fonctions de +, les 
limites z’, 2” fonctions de x, y, les limites #w’,w"” fonctions de x, y, z,..., 
u, v. D'ailleurs, l'intégrale 8 demeurant la même, au signe près, quand on 
échange entre elles les deux limites assignées à une même variable, par 
exemple x’ et x”, ou y'et y",…., ou enfin w’ et w”, on pourra se borner à 
considérer le cas où x’ serait inférieur à x”, y'à y”, 3! à 2”,.., w’ à w'; 
et il est clair que, dans ce cas, S pourra être regardée comme une somme 
d'éléments infiniment petits correspondants aux divers systèmes de valeurs 
de x, y, z,.., qui vérifieront simultanément Les conditions 
| 

(8) L' Los UPS 26 Der DU P NS, RMS 

$ LA ARE Le AE tr SE 5 TS ER Ag à à ve 


Si les variables x, y, 2... se réduisent à une seule, ou à deux, ou à trois,.…., 
et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 
nature , alors les divers systèmes des valeurs de x, y, 3,..., pour lesquels les 
conditions (8) seront vérifiées, correspondront à des points situés sur une 
certaine ligne ou sur une certaine surface, ou renfermés dans un certain 
volume, par conséquent à des points compris dans un certain lieu géomé- 
trique; et l'intégrale S sera complétement déterminée quand on connaîïtra ce 
lieu’ géométrique avec la fonction Q. Si le nombre des variables x, y, z,.., 
u,v,w devient supérieur à 3, les divers systèmes des valeurs de x, y, z,..., 
u,v,w, pour lesquels se vérifieront les conditions (8), n'appartiendront plus 
à un lieu géométrique, mais à ce que nous appellerons un lieu analytique, et 
l'intégrale 8 sera encore une intégrale multiple complétement déterminée, 
quand on connaîtra ce lieu analytique avec la fonction Q. Cela posé, on re- 
connaîtra sans peine qu'à l'intégrale s on peut substituer une intégrale ou 
une somme d’intégrales de même forme, mais dans lesquelles l'ordre des 
intégrations ne serait plus le même, pourvu que l’on remplace les condi- 
tions (8) par d’autres conditions du même genre, mais de nature telle, que 
les divers systèmes de valeurs æ, 7, 2,.., uw, v,w, correspondants aux divers 
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éléments des intégrales nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de valeurs 
dex, y,23,.., u, v, w, propres à vérifier les conditions (8), c'est-à-dire, en 
d'autres termes, pourvu que les lieux analytiques correspondants aux nou- 
_velles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reproduisent ensemble le 
lieu analytique correspondant à l'intégrale $. En joignant à ce principe les 
régles ci-dessus rappelées et relatives au changement de variable dans Îles 
intégrales simples, on pourra changer aussi les variables que renferme une 
intégrale multiple. On pourra, par exemple, dans l'intégrale S, substituer aux 
variables æ, y, z,..., w,v, w des variables nouvelles x, y, 2,..., u, v, w, liées 
aux premières par un système d'équations données 


(9; Xzo, Y=o, 2-0," Use, V=o, W=—o. 


Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

J'observe d’abord que les valeurs de x, y, 2,.., u,v, w, tirées des équa- 
tions (9), devront être réduites à des fonctions réelles continues et détermi- 
nées de x, ÿ,Z,...,u, v, w, du moins entre les limites indiquées par les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque système 
de valeurs réelles de x, y, z,..., u, v, w, les équations (9) fournissaient plu- 
sieurs systèmes de valeurs réelles de x, y, z,..., u , v, w, on devrait se borner 
à considérér un seul de ces derniers systèmes. 

La substitution des variables x, y, z,..., u, v, w aux variables x, 7,2, 
_u,v,w ne pourrait plus avoir lieu si, à un système de valeurs de x, y, z,.., 
u,v,w, comprises entre les limites des intégrations, ne correspondait pas 
toujours, en vertu des formules (9), au moins un système de valeurs réelles 
de x; V2; VW. 

D'ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w aux 
variables anciennes x, y, Z,..., 4, v, w, sera une opération complexe, décom- 
posable en plusieurs autres, dans chacune desquelles une seule des variables 
nouvelles sera substituée à l'une des anciennes; et puisqu'on peut toujours, 
sans altérer la fonction sous le signe f, intervertir l'ordre des intésrations 
relatives à des variables données, on pourra supposer, dans chaque opéra- 
tion particulière, que la variable ancienne à laquelle on substitue une variable 
nouvelle est précisément celle à laquelle se rapporte la première intégra- 
tion. Donc chaque opération particulière se réduira toujours à un change- 
ment de variable dans une intégrale simple, c’est-à-dire à une opération en 
vertu de laquelle la fonction sous le signe f se trouvera multipliée par ün 
certain facteur. Ajoutons que ce facteur sera toujours positif si dans chaque 


17: 
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intégrale nouvelle, aussi bien que dans l'intégrale 8, hééération relative à 
. chaque variable s ‘effectue entre deux limites, dont la nie surpasse la pre- 
mière. | 
Cela posé, concevons qu'en opérant, comme on vient de le dire, sur l'in- 
tégrale 8, on substitue successivement la variable nouvelle w à la variable w, 
puis la variable nouvelle v à la variable vw, puis » variable nouvelle u à la 
variable w,..., puis enfin la variable névélle x à la variable x. Lorsque 
dans l'intégrale 8, relative aux variables x, y, Z,..., u,v,w, on substituera 
w à 5, on devra laisser invariables x, y, 3,.... D'ailleurs, considérant æ, y, 
, 4, v, w comme des fonctions déter minées de x,Y,Z,...,u,V, W, On à 
re nér nent 


dx = D,xdx + D; ædyÿ +...+ Dixdv + D 
7 ds pd ira à D,y dv + D,ydw, 


L . . e C0 . C . C] 0 e . 


do = D, dé ED site dr él PR VON LL EE DA: 
dw = D,wdx + Diwdy+...+ Diwdv + D,w dw. 
Donc, si l'on se borne à faire varier w avec x, ÿ, z,..,u, v, w, en laissant 
x, 325, U,V,w invariables, on trouvera 
o = D,;zxdx + D,xdy +...+ Dixdv + Dx x dw, 
SRE Dern ete + D, Her Pre 


DU D +... à As DORE à 
dw = D;wdx + Djwdy +...+ Diwdv + D,wdw, 


et l'on en conclura 


SD, «Dir. “Dee Duw) 7 


(10) dw — S(ÉD;zD,r4. Dr) 


Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le 
signe f, quand on substituera w à # et dw à dw, ne sera autre chose que la 
valeur numérique du rapport 


S(E D;zD, y...D,°D,w) 
S(ED;xD,7.:.D,e) 


D'autre part, lorsqu'après avoir substitué w à 5, on voudra substituer en- 
core v à » et dv à dy, en considérant y comme la variable à laquelle se rap- 
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porterait la première intégration, on devra se borner à faire varier v avee 
X,Y,Z,., ü, V, en laissant invariables x, y, 2,..., u et w. Donc alors le rap- 
port de dv à dv sera déterminé par les équations 


o = D,zxdx + D,xds +...+ D,xdv, 
o=D,ydx+ D, ydy+...+ D, rdv, 


. . + Oo . . u . . . . 


o = D,udx + D,udy hui + Déurdv, 
do = Dodx + D,ody +...+ D,vdv, 


desquelles on tirera 


S(ÆD;xD, y...Duu D,e) À 
S(ÆD,zD,7r..:Diu) £ 


(11) dy — 


Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le 
signe f, quand on substituera v à v, ne sera autre chose que la vaieur numé- 
rique du rapport 
S(ÆD,zxD,7...D,uD,v) 
S(ÆD,xD,y...Duu) 


En continuant ainsi, et désignant par 
®, @/,..., O2, em 
les valeurs numériques des résultantes 
S(+D;xD;7..D,0Dyw), S(+D;xD, y7..D,v),.., S(ÆD;xD, y), Dix, 


on conclura définitivement que si, dans l'intégrale s, on substitue successi- 
vement w à w, puis v à #,.., puis y à y, puis enfin x à x, les facteurs positifs 
par lesquels la fonction sous le signe f devra être successivement multipliée 
se réduiront aux rapports 


@ 9’ E(r—1) 
87” 1? et 


O1) 


Donc le facteur @ équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur 
positif par lequel la fonction sous le signe f se trouvera définitivement mul- 
tipliée, quand on aura substitué aux anciennes variables x, ÿ,2,...,u, v, w 
les variables nouvelles x, y, z,..., u,v, w; et l'on peut énoncer la proposi- 
tion suivante : 
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1 Théoreme. Concevons que, dans l'intégrale multiple 


A irEt 6 [ST a dwdodu. : dedy de: 
x y! z! . Ju! v! ww! 


Q désigne une fonction réelle de 7 variables réelles x, y, 2,.., u, v, w, 
prises chacune entre deux limites dont la seconde surpasse la première; les 
deux limites de chaque variable pouvant d’ailleurs dépendre des variables 
auxquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux va- 
riables x, y, Z,..., u, , 5 on veut substituer z variables nouvelles x, y, 
2, U, V, W, dont les premières soient des fonctions déterminées, on devra, 
en remplaçant dans l'intégrale proposée dx, dy, dz,.., du, dv, dw par 
dx, dy, dz,.…., du, dv, dw, multiplier la fonction sous le signe f par la va- 
leur numérique @ de la résultante 


(12) S(E2D,;xD,7D,z...DiuD,vD,;w), 


PE 
? 


formée avec les divers termes du tableau 

D;x, D,x, D,x,... Dvæ, 

Dr 0 7 PE Der, : 
(13) D:z,:.D,2, D.2/340b, 7; s 


\ Dw, D,w,” D;w,:. Dyw, 


puis égaler l'intégrale proposée à une intégrale on à une somme d’intégrales 
de la forme 


(14) LÉfefe Q6 dw dv du... dzdydx, 


en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable 
croisse quand elle passe de la première limite à la seconde, et que les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles reproduisent le lieu 
analytique correspondant à l'intégrale donnée. On peut encore exprimer 
cette dernière condition en disant que les divers systèmes de valeurs de 
ZX, Ÿr 23 LU, Y, w Correspondants aux divers éléments des nouvelles in- 
tégrales, doivent se réduire précisément aux divers systèmes pour lesquels 
se vérifient les conditions (8). 

Le théorème précédent comprend les règles établies par les géomètres, 
spécialement par Lagrange et par M. Jacobi pour le changement des va- 
riables dans les intégrales multiples. 
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Lorsque les variables anciennes x, 7,23,...,u,v,w s'expriment en fond: 
tion des variables nouvelles x, y,z,..., u, v, w, de telle sorte que de celles-ci 
la dernière seulement entre dans 5, les deux dernières seulement dans pv, les 
trois dernières seulement dans w, etc., alors les formules (10),(11); ete., se 
réduisent évidemment aux suivantes : 


dw = Dow dw, dv=D,vdv,..., dx =D, xrdx, 


et, en conséquence, le facteur © , par lequel on doit multiplier la fonction 
sous le signe f, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se 
réduit à la valeur numérique du produit 


(15)  DxD, y D,z . Dow Do D, w. 


On arriverait à la même conclusion en observant que, dans l'hypothèse ad- 
mise, le tableau (13) se réduit au suivant : 


Er HR ARR OMAN 3 EE. < 


0; Dyr ; Dis EE | Dr; 
NS Dix, 


(16) 0, 0, D,3.. 


et la résultante 
S(+ DxD, y D,z,...Diu D, v D, w) 
au seul terme 


D;xD, y D;z...D,uD,vD,w. 


Ajoutons que la même résultante se réduirait encore à ce terme unique, si le 
tableau (13) se réduisait au suivant : 


/ LE: 0, 0, CR] 


, 0 ;, 
Dr, D,r, LR EE S 
17) Do RU Gp DE va :63 


+ . ° 0 . « . . . . . . . + 


D,w, D,w, Disvitor D,,w; Le, 


c'est-à-dire, si des anciennes variables, exprimées en fonction des nouvelles, 
la première x renfermait x seulement, tandis que x et y seules entreraient 


* 
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dans y; x, y et z seules dans z, etc. On peut-donc énoncer encore la pro- 
position suivante : 


2° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 1° théorème, si 
d’ailleurs les valeurs de x, y, z,..., u, v, w, exprimées en fonction des va- 
riables nouvelles x, y,z,...,u, v, w, renferment seulement, la première , la 
variable x; la deuxième, les deux variables x, y; la troisième, les trois va- 
riables x, y, z; etc.; alors le facteur positif @, par lequel on devra multiplier 
la fonction sous le signe f, quand on substituera les nouvelles variables aux 
anciennes, se réduira simplement à la valeur numérique du produit 


D,xD,7D;,3...DiuD,e Dytw. 


. Remarquons encore:que, dans le cas particulier où les variables x, y, 
z,..., U,V, w Sont liées par des équations linéaires aux variables nouvelles 
X, Y, Ze. U, V, W, le facteur © se réduit évidemment à une quantité 
constante. 


Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposés entraînent la propo- 
sition suivante : 


3° T'heorene. Si la fonction placée sous le signe f, dans une intégrale mul- 
tiple relative aux variables æ, y, 2,..., u, v, , doit être multipliée par le 
facteur @ quand on substitue au système x, y, z,.., u, y, w un autre 
système x, y, Z,..…., U, V, W, et par ©’ quand on substitue au second système 
X,Y;Z)., U, V, W un troisième système À dr res, D 1, cette même 
fonction devra être multipliée par le produit 88’ quand on passera direc- 
tement du premier système x, ÿ, Z,.., U, ÿ, # au troisième système 


NS dj? Be) M) Ÿ; WW. 


D'ailleurs ce théorème, ainsi que les précédents, continuerait évidemment 


de subsister, si plusieurs variables appartenaient à la fois aux divers systèmes 
que l’on considère. 


$ IT. — Applications diverses des principes exposés dans le premier paragraphe. 


Pour montrer une application des principes établis dans le $ 1‘, suppo- 
sons que , Q étant une fonction réelle de » variables réelles x, y, z,...,1,v,w, 
et r une autre variable, réelle et positive, liée aux premieres par la formule 


(1) LES ht... tue + miens 


CAP ; 


on étende l'intégrale 


(2) fe s= [ ff... [ [fo dwde du. de dy x 1 


à tous les systèmes des valeurs de x, y, z,..., u, v, w pour lesquels r de- 
meure compris entre les limites 


" 


(3) NL AE ++: 1 ES 
Si l’on pose 
BG Sa Por Sr... ME er, Vu la W Or, 


les nouvelles variables 
X; 9 a; ven , Un 


devront , eu égard à l'équation (1), vérifier la condition 
& 4 

(5) di Has +... + I, 

à laquelle on satisfera en prenant 


6) Gi = COS Py, An = SIN Py COSPa y Emi — SIN Ps SID Pare. COS Py-2 COSPn à , 
| On = SN Py SIN Pa... SIN Py-2 SIN ps - 
Si d’ailleurs on assujettit les angles ©, , 0: ,..., 9,2 à demeurer compris entre 
les limites o, r, et l’angle o,_, à demeurer compris entre les limites — x, 
+7; alors à tout système de valeurs de xæ, 7; 2,..., u, v, w, pour lequel 
\r ad Q FA . 
se vérifiera la condition (1), correspondra toujours un système unique de 
valeurs de &,,%,..., &,, pour lequel se vérifiera la condition (5); et, par 
suite, si aux variables æ, y, z,..., u, v, w on substitue les variables r, o,, 
Pare. On) ON aura, en vertu du 1° théorème du $ [*', 


(7) LT [ff cedrde dons dons, 


@ désignant un facteur positif que l'on déterminera sans peine en opérant 
comme il suit. : 
Comme en laissant invariables x, y, 2,..., w, v, on tire de la formule (1), 


w dw = rdr, 
par conséquent, 
\ 


r d 
dw = T, 


Œn 


il est clair que, si l'on substitue r à w et dr à dw, on devra, dans l’inté- 
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grale 8, multiplier la fonction placée sous le signe f par la valeur numérique 


I . LA LA A! “ ai 
du rapport re Si l'on substitue ensuite &, à æ, &, à y,..., a, à v, on devra 


n 


évidemment, en vertu des formules (4), remplacer 


ft; dr, 0 
par | 
rdus, rdv: Fes 


et, en conséquence, remplacer le produit 


dx dy ... dv 
par le produit 


PS 0e: 


Donc, si aux variables x, y, 2,..., u, v, ww on substitue les variables 
Ty dy, Un, .., On, On devra, dans l'intégrale 8, multiplier la fonction Q 
par la valeur numérique du rapport 


ru! 


An 


D'autre part, si, dans une intégrale multiple, relative aux variables 


ji 


Oy Las ++ En, ON Substitue à celles-ci les angles ?,, p:,..., on liés 
avec elles par les équations (6), on devra, en vertu du 2° théorème du $ E*, 
multiplier la fonction sous le signe f par la valeur numérique du produit 


Da; Dia. D dt, 
qui peut être réduit à la forme 
(— 1)" Oans 
la valeur de 9 étant positive et déterminée par l'équation 
(8) CT À ni o, Sin? @ . . . SIN Py_s SIN Py- 0 


Cela posé, on conclura du 3* théorème! $ [1], qu’en substituant aux variables x, 
pose, OR | 


F2...) U, V, w les variables r, p,,p2,..., 0,1, on doit, avec M. Jacobi, 
multiplier la fonction sous le signe f par le facteur 


(9) G = 0r4 


Donc la formule (2) pourra être réduite à 


(10) s=f PT fase dr de, … dns dr. 
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Concevons maintenant que les n variables x, y, z,..., u,v, w, Soient 
liées à n autres variables x, y, Z,...,u, v, w par des équations linéaires de 
la forme 

LX'=AxX +4 + d2+...+ an W, k 
r=bx+biy+baz+...+ bb, w, 
(11) 6 3 —=CX + CV + Ca2 +... + Cr W) 


=hx+hy+hz+... + h,w. 
Pour que l’on ait identiquement 
(12) a+ p+ 24 Hu + + mt = x + + 2° +... + u?+ v?+ wi, 
il suffira que les coefficients 
ARR ARS bites hinse dus , ie Es 
_ vérifient les conditions 


a +bt+...+h=1, aa +bb, +...+hh,=o, aa, ;+b bb, +...+h hn=0, 
3) ai+ bi. hi, dan +bibn +... +hh 0, 
I 


a; _, + Er +... + | ARRET D 


D'ailleurs, si aux conditions (13) on joint la formule (24) du Mémoire sur 
les sommes alternées connues sous le nom de résultantes [tomelIl, page 176], 


on en conclura 
6? = 1, 
et, par suite, 


(14) @= #5; 
@ désignant la valeur numérique de la somme 
SfÆ'adstes. A5 


et, eu égard aux formules (11), cette dernière somme ne différera pas de la 


suivante : 
S(+D,;xD,r... D,w). 


Enfin, la formule (12), jointe à l’équation (1), donnera 
(15) Hp +2+... Hu + v+w =. 


Cela posé, il résulte du théorème 1° du $ 1, que si les conditions (13) sont 
remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer immédiatement aux 
18. 
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, 
variables x, y, 2, , u,v, w les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w liées 
aux premières par les formules (11), en-sorte qu’on aura 


(16) ff : f Odwdo.….dydx= | [. â . ffedw dv.….dy ds, 


les intégrations étant étendues à tous les systèmes de valeurs de x, y,..., v, w 
ou de x, y,.., v,w pour lesquels la variable positive r, liée avec les premières 
par la formule (1) ou (15), demeure comprise entre les limites r', r”. 

Il importe d'observer que des formules (1 1) jointes aux équations (13), on 
tire immédiatement 


BA GX Op ATOS EH aa + hw, 
|; = aL+by+c2+........+ hiw, 
(17) 4 Z = dl + bY+Ca+........+ Row, 


W= An l + bus V + Cnn 2 + + ns w. 


Remarquons encore que l'on peut satisfaire d'une infinité de manières aux 
conditions (13), par des valeurs réelles des coefficients 


AUD, si MU Do ils, AN Os: 5 : RS 

En effet, après avoir choisi des valeurs réelles de 4, b,c,..., k propres à 
vérifier la formule | 
(18). +++... .+hR—= x, 
on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a,,b,,c,,...,h,, aux deux 
conditions : 
(19) Hi bb; + CCF: + ME, 0, a +b+c+. + n — re 
qui se réduiront simplement à 

aa; + bb, =0o, a?+b? =, 


si les coefficients a,, b,, c,,..., h, sont tous supposés nuls à Pexception des 
deux premiers, et qui donneront alors 


Il y a plus : à la première des équations (19) on pourra joindre x — 1 équa- 
tions de même forme, c’est-à-dire 7 — 1 équations en vertu desquelles 7 — 1 
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fonctions linéaires et homogènes de a,, b,, c,,..., arbitrairement choisies, 
se réduiront à zéro; et de ces z —1 équations nouvelles, réunies à la pre- 
mière des équations (19), on en tirera une autre de la forme 


(20) a RE OM 
At DR CURE À 

A, B, C,..., H étant des quantités connues ; puis de‘l’équation (20); jointe 

à la seconde des formules (19), on conclura S 


a _b, ra Pt A Le I 


a 1 se. ES LED: mm) TR Là CET é À 
0 a M H : VA+B'+C+...+ 1H 


Les valeurs de 4,,b,,c,,...,h, étant ainsi déterminées, on prouvera, par 
des raisonnements semblables, que l'on peut encore satisfaire, par des 
valeurs réelles de a, , b:,C:,..., hk,, aux trois équations 


ads + bb, +... + hh —= 0, dj + b,0,+...+hh =0, 
ai + b2+...+ hi =, 
dont les deux premières peuvent être jointes à 7 — 2 équations de même 
forme , arbitrairement choisies; et, en continuant de la sorte, on finira par 
obtenir, pour les coefficients 


ml. A: A3 bi ke: An-4) Bu: . Mais 


des valeurs réelles qui seront propres à vérifier les formules (13), quand 
on les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des coefficients 
FPE NAME à 

Concevons à présent qu'en attribuant aux coefficients a, b, c,..., k l'un 
quelconque des systèmes de valeurs réelles pour lesquels se vérifie la condi- 


tion (18), on réduise Q à une fonction réelle et continue du polynôme 
ax + by + cz +...+ hw, 


en sorte que cette fonction étant désignée à l’aide de la lettre caractéris- 
“tique f, on ait 
Q = f(ax + by + cz +...+ hw). 


L’équation (16) donnera 


(23) [ff Fax+67 +. hiw)dw. dydx = [ [.. [F9 dv. dy dx. 


Si d’ailleurs, dans chaque membre de la formule (23), on substitue aux 
variables æ, y, 2, .:.,w, ou x, ÿ,Z,...,w, la variable r liée avec elles 


| ( rfa 
par l'équation (1) ou (15), et des angles auxiliaires @,, 0, ,.. F Pr liés 
encore à ces mêmes variables par des équations semblables aux formules (4) 
et (6), chaque membre prendra la forme de l'intégrale multiple que présente 
l'équation (10); et en posant, pour abréger, 


(24) © = AU + bas +...+ha,, 


on trouvera 


ST fer tçur) drag. aps an 
= fe fc ff er f(ar)drdy,. dns dons; | 


la valeur de 0 étant toujours celle que détermine la formule (8); puis, en 
différentiant les deux membres par rapport à r”, et posant après la diffé- 
rentiation 7” = 1, on aura simplement 


[ff fertord. dp,...dp, à de, 
=f" f° d, IMAC dpt à 


D'ailleurs si, en désignant par m, n des nombres entiers quelconques, et 
par o un angle variable, on pose 


(25) 


(26) 


a = COSY, 
on aura généralement 


f sin to cos" dp — fr æ{1æ)? da Pa MP 
: j (=) 


puis on en conclura 


et, par suite, eu égard à la formule (8), on trouvera 


n—1 


ff À . [TO des.  dhn-a den = (= pi. 
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Donc la formule (26) pourra être réduite à 


| 34 [”- Lt à 0 f(w) de, de, ..…. dos dpn-1 


(27) ee “= dou 2 f(x) da. 


2 


On ne doit pas oublier que, dans la formule {24), a,b,c,...,h désignent 
des coefficients arbitraires assujettis seulement à vérifier la condition 
M +bP+c+...+hR =. 
Si, en nommant # une quantité réelle quelconque, on remplaçait a, 8,c....ih 


par + pos 7» et F(a) par f(kÆa), alors, à la place de la formule (27) on obtien- 
drait la suivante : 


+. É. 0 p 6 F (co) dy, da. dns don 


(28) g ns 


27% 


nero ? f(ka) da, 


2 \ 


la valeur de w étant toujours déterminée par la formule (24),eta,b,c,.….,h 
étant des coefficients arbitraires, mais liés au coefficient # par la formule 


(29) | d+b+c+...+h=R. 


Lorsque, dans la formule (28), on pose 7 — 3, alors en écrivant 9, x au 
lieu de 9,, ©, et &,6, y au lieu de &,, 6, , y;, on trouve simplement 


(30) f* fe sin f(az + 08 + cy)dedy = ar [” f(ka) da, 


les bariallles sblires «,6, y étant liées aux angles +, y par les formules 
(31) a— cosy, 6—sinpcosy, y—=sinpsin}, 

et les coefficients arbitraires &, b, c étant liés au coefficient 4 par l’équation 
(32) + b+c— pk. 


La formule (30) reproduit le théorème à l’aide duquel M. Poisson a intégré 
l'équation du mouvement des fluides élastiques. 
Si, dans la formule (28) on prend 


F(c) = a”, 


(144) 
m étant un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second 


, na" . . fl 
membre sera réduite au produit de 4” par la suivante : 


SC Mai ter dr à 
fa") da = — : . 


et la formule (28) donnera 


| + 
(33) LR D à de, de, do, de, — er ss 


Mais, d'autre part, en supposant 7 impair, on aura 


* m+n - 
Ex 4 Mm+n—2  m+3m+i ie 
n = PRE I — J, E-f 
r(+) E ARE 2 2 
2 # 


: devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D,. Cela posé, on tirera de la formule (33) 


Go =D fe fr. ff 60 (VE der ds. desde 


Cette dethidhe formule éibeistäur quel que soit le ones pair m, conti- 
nuera de subsister, si l’on y remplace £” par une fonction paire f(X ) déve- 
loppable suivant les puissances ascendantes de 4°, pourvu que l'on remplace 


en même temps, dans le second membre, (o V2)” par f(w ÿr). On aura 
donc encore, en supposant 7 impair, et f(k) développable suivant les puis- 
‘ sances ascendantes de #?, 


(35) f(x) = ns 122 be ef (o ve) de, des. dy, à de, 


pourvu que , les valeurs de w, k étant déterminées par les formules 


k2 — +b+rc+...+h?, OA + bat+Cas+...+ha, 


et les variables &,, &,,..., a, étant liées aux angles @,, 0:,..., @,_, par les 
équations (6), on pose: =1, après les différentiations indiquées par la lettre 


caractéristique D.. 
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MÉMOIRE 


SUR 


LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS 


D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Considérons d’abord une fonction Q d’une seule variable x, et supposons | 
que cette fonction reste continue entre deux valeurs données de la variable. 
Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs d’autres valeurs équidis- 
tantes, dont le nombre représenté par 7 — 1 soit très-considérable, on 
cherche les diverses valeurs de la fonction Q correspondantes aux 7 — 1 
valeurs données de la variable x, la moyenne arithmétique entre ces valeurs 
de Q se transformera, quand le nombre 7 deviendra infini, en ce que nous 
nommerons la valeur moyenne de la fonction Q, et cette valeur moyenne 
sera le rapport des deux intégrales définies relatives à x, dans lesquelles les 
fonctions sous le signe f seront Q et l'unité. Pour plus de commodité, je dé- 
signerai cette valeur moyenne de Q à l’aide de la lettre caractéristique M, 
et je placerai au-dessous et au-dessus du signe M, les limites de la variable , 
suivant l'usage adopté pour les intégrales définies. 

Concevons maintenant que Q représente une fonction de plusienrs varia- 
bles æ, ÿ,..., qui reste continue pour les systèmes de valeurs de x, y, 
comprises entre certaines limites, Le rapport entre les deux intégrales déf- 
nies qui, étant relatives à x, y,..., et prises entre les limites données, 
renfermeront sous le signe f°la fonction Q et l'unité, sera la limite vers 
laquelle convergera la moyenne ‘arithmétique entre les valeurs de @ qui 
correspondront à des éléments égaux de la seconde intégrale. Pour cette 
raison, le rapport dont il s'agit sera nommé la valeur moyenne de la fonc- 
tion Q, et je désignerai encore cette valeur moyenne à l'aide de la lettre 
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caractéristique M, en indiquant au-dessous et au-dessus du signe M les limites 
des diverses intégrations. À 

Concevons, maintenant, que les intégrations doivent être étendues à “tous 
les systèmes de valeurs des variables x, y,23,..., qui réduisent une certaine 
fonction r dé ces mêmes variables à une quantité comprise entre deux limites 
données a, b. On pourra rechercher ce que devient la valeur moyenne de 
la fonction Q dans le cas particulier où les deux limites 4, se réduisent à 
une seule. Dans ce cas, qui mérite d'être remarqué, nous pourrons nous 
borner à indiquer au-dessus du signe M la limite a de la fonction r, en 
ayant soin, d’ ailleurs , d'écrire au-dessous du même signe les diverses varia- 
bles &, #2, AL VA se rapportent les intégrations. 

Comme nous À montrerons plus tard, la considération des valeurs moyennes 
des fonctions d'une ou de plusieurs variables peut être utilement employée 
dans la solution de plusieurs problèmes d'analyse, spécialement dans l'inté- 
gration des équations linéaires aux dérivées partielles. 


ANALYSE. & 
. Supposons que l'on fasse varier æ, y, z,:.., entre les limites 
LL Lo, XL, = os Ÿ = Ps 2 = Los 2 = 5...) 


To J1 pouvant être des fonctions de x, et z,, z, des fonctions de x, y, etc. 
Soit d'ailleurs Q une fonction de x ,ou de +, y,etc., qui reste continue entre 
les limites dont il s'agit. La valeur moyenne de Q entre ces limites sera 


ie 
Q dx 
LT —=X, PA f 


0 
VE 


L. ca 4 
"9 #0 . dx 
x 


0 


) Ti Fa 
pen sf FE Q dy dx 
, 
Ms Hi LE dy dx 


etc: 


L] 


ou 


Cela posé, on établira facilement la proposition suivante : 

» 1% Théorème. Soit Q une fonction réelle de 7 variables réelles æ, y, 
z,.... Si à celles-ci on substitue x autres variables réelles x, y, z,... qui 
soient liées aux premières par z équations linéaires, Q cab io comme 


\ 
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fonction de x, y, 2,... où de x, Y» 23... conservera dans les deux cas 
la même valeur moyenne, pourvu que les limites assignées au second 
système de variables correspondent aux limites assignées au premier 
système. 5: 

Démonstration. En effet, quand on dans o mot chaque intégrale rela- 
tive aux variables æ, y,2,..., en substituant à celles-ci les variables x, 
Y,2, -., Ja fonction sur le signe f sera multipliée, comme l’on sait, par le 
facteur 

ED rD,rD,z,..) 


Si, d’ailleurs, les variables æ, y, 3,.:. sont liées par des équations linéaires 
aux variables x,Y,2,..., le facteur 6 se réduira simpleme nt à une constante. 
Donc alors ce facteur pourra être placé en dehors des signes d'intégration, 
puis effacé comme facteur commun des deux termes du rapport qui repré- 
sentera la valeur de Q. % 
| Soit maintenant r = f(x, y, z,...) une nouvelle fonction, réelle aussi 
bien que Q, ét supposons que l'on cherche la moyenne entre les valeurs 
de Q correspondantes à toutes les valeurs de x, y, 2,.. pour lesquelles la 
fonction r demeure comprise entre deux limites données a, b. Désignons 
d’ailleurs à l’aide de la notation 
r= a 
M Q 
LM IST TU 
ce que devient cette moyenne quand la différence b — à s'évanouit. On 
aura, en vertu du théorème précédent, et en supposant toujours æ, y, 2, 
liées à x, y, Z,... par des équations linéaires, 


V =A4 FA 


GS M O= M ©. 


F 2 FRITES LES 


Supposons, pour fixer les idées, que la variable r, étant positive, soit 
liée aux 7 variables x, y, z,... par une équation de la forme 
(2) | = +) + 


si l'on nômme À la moyeune entre les diverses valeurs de Q cor respondantes 
aux divers systèmes de valeurs de x, y,2,..., pour lesquels ; demeure com- 
prise entre les limites positives a, b, on aura. 


( dz dy dx. 
(3) À= De 2 y é 


| | (148 ) 
les intégrations s'étendant à tous ces systèmes. Si d'ailleurs on pose, comme 
dans le Mémoire précédent, 


(4) LD uME a BRUN 


les variables &,, &, &3,..., an, liées aux n variables x, 85: par les 
formules (4), devront, eu égard à l'équation (2), vérifier la condition 


(5) A CN RE EE à 


D'ailleurs, pour satisfaire à cette condition, il suffit de prendre 


6 Os — COSPy, En = SN Py COS Pare Un — sin, SIN Pa...Sin Pro COS Pi » 
(6) Un = SIN, SiNPo... SN Py2 SIN Pn-1 - . 

ya plus: si l'on assujettit les angles o,, 9, ,..., 0, . à demeurer compris 
entre les limites o, r, et l'angle o,_, à demeurer compris entre les limites 
— 7,7%; alors, pour chaque système de valeurs de &,, 4 ,..., a, propres à 
vérifier la condition (5), on obtiendra toujours un système unique de valeurs 
de ®,, 92, 9h. Cela posé, si l'on fait, pour abréper, 


(7) _ 0 = sin" o,sin"#9,...sin*9, Sing, 


et si, en opérant comme dans le Mémoire précédent, on substitue, dans les 
deux intégrales que renferme la formule (3), les variables @,, @,..., 
On-2 5 Pn—1 aux 7 variables x,.,y,z,...,on trouvera 


PL 1. f” a fe 0Q r"—! dr dy. Fr ER 
_—: 
Là 1. Le 0 rr—1 dr de...don> ds 


Concevons maintenant que, dans l'équation (8), on pose b — &; alors le 


8) 


1 . , * Le) 
second membre de cette équation se présentera sous la forme si et pour 


obtenir sa véritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des deux inté- 
grales qu'il renferme par le rapport de leurs dérivées relatives à b, puis de 
poser, dans ce dernier rapport, b— a; et comme la valeur de A ainsi obtenue 
sera précisément la valeur moyenne de Q, désignée par la notation 


ee 


mi 
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nous devons conclure que l'on aura 


x Æ T 
mi .. 14 00 de:...don: don: 
—ruvyo o 


Qi. M 0 


x 3 x 
T,Y32,... Î À ... £ 0 doi...don don 
. “fl " : 


D'autre part, comme en désignant par m» un nombre entier quelconque, on 
a généralement 


(10) fé # RATE 


on trouvera, eu égard à l'équation (7), 


(10) É lg 4 ii Odo,..:do, sde, — ” : | 
_—7+ [e) Oo r(i) 


donc la formule (9) pourra être réduite à 


us M a" 6) Fi EQ do... dons don. 


n 
T, VB, Jan 


Considérons maintenant, d'une manière spéciale, le cas où l’on a 
- AT 


Dans ce cas la fonction de x, y, z,..., désignée par Q, se réduit pour 
r—1, en vertu des formules (4), à une fonction des variables 


Lys Ag yes An; 


et, en substituant cette dernière fonction à la première, on réduit la moyenne 


LE | 


"M. à, 
PURE, CR 
à la forme 
“ P=1 
M Q, 


Lis Lagss + y An 
2 étant une variable nouvelle liée aux variables &,,4,...,«&, par l'équation 


(13) Par Ras. 2. 
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Donc, en considérant Q comme une fonction des 7 variables 4,, œ,,.. 
et supposant p lié à celles-ci par l'équation (13), on aura 


in M ME Cp pr .… [60 des des. den. des 


n 
Xi CIPERET an us 


“> Ans 


pourvu que, dans le second membre de la formule (14), on regarde %,, 
A2-.., ny 0 Comme des fonctions de #,,2,...,0,_, déterminées par les 
formules (6) et (7). | 

Concevons, à présent, que 4,, U:,...,u, étant des coefficients réels, on 
pose 


(15) O = LU y + Ua Ua Fe + + Un Eye 


Soit, d'ailleurs, # une quantité positive liée aux coefficients w,, 4,,..., u, 
par la formule 


_ 


(16) ‘ Ru +ui+...+u}; 


et nommons F (£) une fonction paire de £, développable suivant les puis- 
sances ascendantes de #2. En vertu de la formule (35) du précédent Mémoire, 
on aura, pour des valeurs i impaires de n, 

n—1I 


(17) F(k) = — Le NL pas NE] WA, (we) de,...de, .de,,, 


2% 


pourvu que l’on pose : =1, après les différentiations indiquées par la ca- 
ractéristique D,. Donc, eu égard à la formule (14), on aura encore 


(8) ,  FK)= = M HT ral 
(2) tn: : On 


Concevons maintenant que F(Æ) désigne une fonction de k, paire ou im- 
paire, mais développable suivant les puissances ascendantes de 4. Alors 
l'expression s 
Ÿ a= I $ i 

M F(ka)=- F(#a) da 
œ—— I 2 pan É 
représentera une fonction paire de 4, développable suivant les puissances 
ascendantes de #?; et à la formule (18) on devra substituer celle qu'on en 


(+ müke ) 


déduit quand on remplace dans le premier membre F(Æ) par ‘M F(4x), 


et, dans le second membre, l'expression 


D ee F(oy)l, 


par l'expression 
(19) D, ? L 2 ‘M F(oavi) |. 


&X— —]I 


ou, ce qui revient au même, par la suivante : 


(20) : ‘1®: - D. L È *F(oavi)da |. 


I 
2 ar: 
dans laquelle on devra toujours réduire + à l'unité, après les différentiations 


indiquées par la caractéristique D.. D'ailleurs, si l’on remplace F (4) par 4”, 
m étant un nombre pair quelconque, l'expression (20), réduite à 


DE : fe (ou vi)" de |, 


sera équivalente au produit 


> m1 
im+n=2 MESM+S jm, 2 
2 ds 2 2 


? 


ou, ce qui revient au même, à l'expression 


» Sa : de |, «wi 


On aura donc, pour des valeurs paires de m, 


2 


n—1F nn —2 n—3 n—0 : 
r " OLA Ce tou Li 
D L : [ @avi)*as | =: FOUR avt 
tt / , 

où, ce qui revient ‘äu même, 

CRE A! ns ne à 

De fie M Ge) |=in Le: C0] 
En égard à cette dernière formule, dans laquelle le facteur — se réduira 

> t ; 


simplement à = pour : —1, on tirera de Péquation (18), quand on y rempla- 


(_ 192 à) 
Ce Mer à 


M F{ka), en supposant F(Æ) développable suivant les 


A — 


puissances ascendantes de #, 


cera F{4) par 


a n — 3 n—A pt 
x —=1I è r? P=I dr M 
(21) M F(ka)=—— M D e ? Fo we) |: 
À SU na 
. &œ ——I 2T(— | %, Aaron : é 
2 
En résumé, on peut énoncer les deux propositions suivantes : 
2° Théorème. Soient &,, 4 ,..., 4, n variables réelles; soit encore 
D = Uy Li + Ua Un +. + Un On 


une fonction linéaire de ces variables, les coefficients Lu ,..., Un étant 
réels, et posons 


p = Vai + ai +... +ai, k= Vu? + ui +... +ur. 
- 


Soit enfin F (4) une fonction paire de k, développable suivant les puissances 
ascendantes de Æ?. On aura, pour des valeurs impaires de n, 


I 


2 L 54 D) NP A « ps 
F(4)= —— ‘M D° à 2 F(ovi) 


LL 
T Ée Kys La gros An 
2 


\ 


pourvu qu'après avoir effectué les différentiations indiquées par la carac- 
téristique D, on réduise le paramètre : à l'unité. On aura d’ailleurs, comme 
l'on sait, 


3° Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si l’on nomme F{Æ) une fonction développable suivant les puis- 
sances ascendantes de k, on aura 


Ë n 3 n — 2% 
LA D : p—=I 2 _ 
M F(Æa) — —— M D, Ë ; F va) ’ 
X——I er (:) Ays Rasoo. , An 


pourvu qu'après les différentiations indiquées par la caractéristique D, on 
réduise & à l'unité. 
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NOTE 


L SUR 


L'EMPLOI DES THÉORÈMES 


relatifs aux valeurs moyennes des fonctions dans l'intégration 
des équations différentielles et aux dérivées partielles. 


Supposons d'abord l’inconnue & déterminée en fonction du temps # par 
une équation différentielle de la forme 


(1) Dia #7, 
k étant une quantité constante. Si l’on nomme 5,, #, les valeurs de % et 


D, correspondantes à une valeur nulle de #, l'intégrale générale de l’équa- 
tion (1) sera 


kt —Àt kt — ht 
e"+e e“ —e 
FrONT arr Do + AP QE ET ER CIE 
ou, ce qui revient au même, 
at = 1 a—=I 
(2) ms =D, M teluxs,+ M tek“s,. 
A=—1 At = — 1 


Si d'ailleurs la quantité 4? est la somme des carrés de plusieurs autres quan- 
tités 4, Us,.…., U,, en sorte qu'on ait 


(3) k = u? + ui +...+ u, 


on pourra, dans la formule (2), remplacer l'exponentielle ekt* par une autre 
dans laquelle l'exposant soit réduit à une fonction linéaire de u,, u,,..., un. 
Eu effet, supposons d’abord que n soit un nombre impair. Alors, en dési- 
gnant par 
ds dpi ds 
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St * * 
# : L 
"+ QUE 
n variables auxiliaires, et posant ASE ES Des 
(4) © = WU + UoQa Het UnOm P? = àŸ + à? +...+ a?, 


ontirera de l'équation (2), combinée avec la formule (21)du précédent Mémoire, 


L 
4, n —3 n—2 
k r? RAS VAT UT e Vi 
( ) + 7) fe casa —— D, M tD, À e* So 
ar ( | Lis Aayvess On 
à ; 
; A M n — 2 
2 P—=1 DST SE L 
| + M ' D? Le gui | Bi 
or (£) dis eco lien ‘ 
2 


: devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D,. Si x était pair, ou, ce qui revient au même, si, #2 étant 
impair, 4? était de la forme 


(6) | ke? = u? + uv +...+ u2,, 

il suffirait, pour revenir au cas précédent, de joindre à la formule (3) 
l'équation 

(7) Un = 0, 

en vertu de laquelle la valeur de serait réduite à 

(8) : D'LA ji Ua La He + Un Un-y 


Concevons maintenant que, æ, Y, 2,... étant de nouvelles variables 
indépendantes, £? se transforme en une fonction de D,, D,, D... entière et 
du second degré, représentée par F(D,, D,, D,,...). L’équation (r), ou, en 
d'autres oies: la formule 
(9) Dis =F(D., D',D,36 
sera une équation aux détiv ass partielles, linéaire et A érond ordre , qui 
déterminera l’inconnue 3 considérée comme fonction de x, Ja Zoe d, quand 
on connaîtra les valeurs initiales de # et D,#. Soient 5, je Vs 5h vers dé 
5, (x,7,3,…) ces valeurs ‘initiales. L'intégrale générale de l'équation (1) 
ou (9) sera représentée par la formule symbolique 

k LA ==! 


(19). - =, DA Muideltt mi 7 Ze.) + tele ox (2 ÿs Bises 


& = — p a—=—I1 
analogue à l’équation (2). Soient d'ailleurs 


de Dé, 6 Df 0 = D, 


(155) 
On aura | 
(11) d PF 6 2.) 


et, si z désigne le nombre des variables x, y, z,..., la valeur dé X? déter- 
minée par l'équation (1 r) pourra être généralement réduite à la forme 


(12) kR = u? + ui +...+u?, 
Léypilésae: or M: ÉTADÉ des fonctions linéaires de w, v, w,..., en sorte qu'on aura 


uj = au + b,v + c,w+...+ {,, 
(13) . : Us = ju + bav + Cam +... + bi; 


Un =dau+b,vV+C,w+..+ L,, 


di,0,, Ci, li; du, Da, Cas. la5., Gn, bn, Ch... 1, étant des coefficients qui 
seront tous réels si la fonction F(x, y, z,...) est du nombre de celles qui 
restent positives pour des valeurs quelconques de x, y, z,.… Admettons 
cette dernière hypothèse. Alors, pour déduire de la formule (5) l'intégrale 
générale de l'équation (1), il suffira de remplacer dans cette formule >, et 
æ, par So(x, 7,2...) et &, (x, y,2,..). D'autre part, en vertu des for- 
mules (13) jointes à la première des équations (4), on aura 


(14) | + o—=au+6v+yw+..+), 
les valeurs de &, 6, y,.., À étant 


(15) 


(9 — Ai + 3 Oo + + ZlnUn 6 — b, dy + Pa +... Did. 
A4, FER +. br 


Enfin, en désignant par 5 (x, 7, z,...) une fonction arbitraire de x, y, z,.., 
on aura, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à la formule (14), 


(16) est Vis(x,r,2,...) = e#Vis(x + at We, y + at Vr,….). 


Donc l'intégrale générale de l'équation (9) sera 


L 
à ES n—3 fn Ù 
x? p—=1I “ 
(17)S = SUR CMD" [. 2 MN da ce Ur ER POP 


) is Lasers An 


nd. a 
M D. L 2, eV, red ré 


æ 
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L È 
: devant être réduit à l'unité après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D.. :W 

La formule (17) conduit aisément à la connaissance des lois des phéno- 
mènes dont l'étude exige l'intégration d'équations semblables à la formule (0). 
Supposons, pour fixer les idées, que x, y, z,... représentent des coordon- 
nées d’une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que l'équation (9) soit 
homogène, et que, par suite, L,, L,..., L,, À s'évanouissent. Supposons enfin 
que les valeurs de l’inconnue 5 et de sa dérivée soient insensibles au pre- 
mier instant pour des valeurs de x, y, z,.. sensiblement différentes de 
zéro. Alors, en vertu de la formule (17), la valeur de æ ne sera sensible au 
bout du temps é que pour des valeurs de x, y, z,... qui vérifieront sensi- 
blement les formules 


(18) : x+at—o, Y+É$i—=0, 2+7yt=0,. 

Soient d’ailleurs | 

(19), a =au+bé+ey+.…, œ—=aa+b,6+ 07 PA 1. 

les valeurs de du, %».. tirées des formules (15). L'équation 

(20) a? +ai+..+ a =, 

jointe aux formules (18), (19), donnera 

(a1) (a, æ+b,y+c, 2.) +(ax+b,y-+cz..)+...+(a,x+b,y+cz..)= 1, 
et l'équation (21) devra être vérifiée sensiblement, au bout du temps £, par 


tous les systèmes des valeurs x, y, 2, pour lesquelles linconnue 3 conser- 


vera une valeur sensible. 
Si À cessait de s’évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de 


parvenir ne subsisteraient, en général, que pour des valeurs peu considé- 


rables de £. 
Si la formule (9) se réduit à l'équation du mouvement des fluides élas- 


tiques, la formule (17) reproduira l'intégrale connue de cette équation, et la 
formule (21) sera l'équation de la surface re mobile qui représentera 


l'onde sonore. 


MÉMOIRE 


SUR 


LES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES. 


La théorie des équivalences algébriques, à laquelle se rapporte un des 
précédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse être utilement substituée 
à la théorie des expressions imaginaires. On peut encore, avec avantage , 
remplacer ces expressions par les quantités géométriques, dont l'emploi donne 
à l’alyèbre nôn-seulement une clarté, une précision nouvelle, mais encore 
une plus grande généralité. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, envi- 
sagée sous divers points de vue. Dès l’année 1806, M. l'abbé Buée et M. Ar- 
gand , en partant de cette idée que V— 1 est un signe de perpendicularité, 
avaient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique , 
contre laquelle des objections spécieuses ont été proposées. Plus tard, 
M. Argand et d’autres auteurs, particulièrement MM. Français, Faure, 
Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour but 
de développer ou de modifier l'interprétation dont il s’agit. Dans mon 4na- 
lyse algébrique, publiée en 1821, je m'étais contenté de faire voir qu'on 
peut rendre rigoureuse la théorie des expressions et des équations imagi- 
naires, en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques. 
Mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur parti à prendre 


me paraît être d'abandonner entièrement l’usage du signe ÿ— 1, et de rem- 


(*) Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qu’il paraît, obtenue, 
même avant le siècle présent et dés l’année 1786, par un savant modeste, M. Henri-Domi- 
nique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a communiqués, vers 
l’année 1810, à M. Augustin Normänd , constructeur de vaisseaux au Havre. 
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placer la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités que 
jappellerai géométriques, en mettant à profit les idées émises et les nota- 
tions proposées non-seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi par 
M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de remarque, sur les sommes 
Fe ré +.) , er . €: L : . 
géométriques. C’est ce que j'essayerai d'expliquer dans les paragraphes sui- 
vants, qui offriront une sorte de résumé des travaux faits sur cette matière, 
reproduits dans un ordre méthodique, avec des modifications utiles, sous une 

forme simple et nouvelle en quelques points. 


$ KE. — Défénitions, notations. 


Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe O pris pour origine ou 
pôle, un axe polaire OX. Soient d’ailleurs r la distance de l’origine O à un 
autre point À du plan fixe, et p l'angle polaire, positif ou négatif, décrit 
par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens ou 
dans un autre , passe de la position OX à la position OA. 

Nous appellerons quantité géométrique, et nous désignerons par la nota- 
tion r, le rayon vecteur OA dirigé de O vers A. La longueur de ce rayon, 
représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numérique ou le module 
de la quantité géométrique r, ; l'angle p, qui indique la direction du rayon 
vecteur OA, sera l'argument ou l'azinut de cette même quantité. Deux 
quantités géométriques seront égales entre elles, lorsqu'elles représenteront 
le même rayon vecteur. Donc, puisqu'un tel rayon revient toujours à la 
même position, quand on le fait tourner autour de l’origine dans un sens ou 
dans un autre, de manière que chacun de ses points décrive une ou plu- 
sieurs circonférences du cercle, il est clair que si l’on désigne par 4 une 
quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative, et par r le rapport 
de la circonférence au diamètre, une équation de la forme 


RP par > 
entraînera toujours les deux suivantes : 


R=r; Pr par, 


et. par suite, les formules 
cos P = cosp, sin P = sin p. 


Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur laxe 
polaire OX , en sorte qu’on aura identiquement 


ro =T. 


bis 
* ER 


Quant à la quantité géométrique r,(*), elle se mesurera aussi bien que r,, 
sur l'axe polaire OX, mais en sens inverse, et, par suite, la notation r, pourra 
être censée représenter ce qu’on nomme, en algèbre, une quantité négative. 

Cela posé, la notion de quantité géométrique comprendra, eomme cas 
particulier, la notion de quantité algébrique, positive ou négative, et, à plus 
forte, raison, la notion de quantité arithmétique où de nombre, renfermée 
elle-même, comme cas particulier, dans la notion de quantité algébrique. 

Ajoutons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, sous 
le nom de quantité géométrique, et à l’aide de la notation r;,, une longueur 7 
mesurée dans le plan fixe donné, à partir d'un point quelconque, mais dans 
une direction qui forme avec l'axe fixe OX, ou avec un axe parallèle, l'angle 
polaire p. Alors le point à partir duquel se mesurera la longueur r, et le point 
auquel elle aboutira, seront l'origine et l'extrémité de cette longueur. 


$ II. — Sommes, produits et puissances entières des quantités géométriques. 


Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore nécessaire de 
définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement leurs sommes, 
leurs produits et leurs puissances entières, en choisissant des définitions qui 
s'accordent avec celles que l'on admet dans le cas où il s’agit simplement de 
quantités algébriques. Or, cette condition sera rapie: si l’on adopte les 
conventions que nous allons indiquer. 

Étant données plusieurs quantités géométriques, 


14 " 
PE WE finis 


représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteurs 
OA;:04:;:.0A% …. 


qui joignent le pôle O aux points A, A’, A”,..., concevons que l'on mène 
par l'extrémité À du rayon vecteur OA une droite AB égale et parallèle au 
rayon vecteur OA’, pui; par le point B une droite BC égale et parallèle au 
rayon vecteur OA”, ...; et joignons le pôle O au dernier sommet K de la 
portion de polygone OABC ... HK construite comme on vient de le dire. 


(*) En général , les notations 
Tps: TH. s 
représenteront deux longueurs mesurées sur la même droite, mais dans des directions 
opposées, 
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On obtiendra le dernier côté OK d'un polygone fermé dont les premiers 
côtés seront OA, AB, BC, ..., HK. Or, ce dernier côté OK sera ce que 
nous appellerons la somme des quantités géométriques données, et ce que 
nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantités, liées l’une à l’autre 
par le signe +, comme on a coutume de le faire pour une somme de quan- 
ités algébriques. En conséquence, si l'on nomme 2 la valeur numérique du 
rayon vecteur OK , et P l’angle polaire formé par ce rayon avec l’axe polaire, 
or aura 


(1) R=r, HT + lits. 


Observons d’ailleurs que les côtés OA, AB, BC,..., HK, du polygone 
ABCD ... HK, peuvent être censés représenter eux-mêmes les quantités 


r , . Fa: , . ‘ [/ 22: 
géométriques désignées par les notations r,, r,,, r,,,.... Donc, pour obtenir 


la somme de plusieurs quantités géométriques, il suffit de porter, l’une 
après l’autre, les diverses longueurs qu’elles représentent, dans les direc- 
tions indiquées par les divers arguments, en prenant pour origine de 
chaque longueur nouvelle l'extrémité de la longueur précedente, puis de 
joindre l’origine de la première longueur à ! extrémité de la dernière, par 
une droite qui représentera en grandeur et en direction la somme éherchée. 

Si l'on projette orthogonalement les divers côtés du polygone OABC... HK 
sur l'axe polaire, la projection algébrique du dernier côté OK sera évidem- 
ment la somme des projections algébriques de tous les autres, ou, ce qui 
revient au même, la somme des projections algébriques des rayons vec- 
teurs OA , OA’, O4”,.... Donc l'équation (1) entraînera la suivante : 


(2) R cos P = r cosp + r' cos p' + r” cos p"+ .... 


On trouvera de même, en projetant les divers côtés du polygone 
OABC... HK, non plus sur l'axe polaire, mais sur un axe fixe, perpen- 
diculaire à celui-ci : 


(3) R sin P = rsin p + r'sinp! + r”’sin p'+.... 


Les équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le 
module R et l'argument P de la somme de plusieurs quantités géométriques. 

Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA, OA, représentés en 
grandeur et en direction par les quantités géométriques Tr, WE la somme 
de ces dernières sera, en vertu de la définition admise, une troisième 
quantité géométrique propre à représenter en grandeur et en direction la 


diagonale OK du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs donnés. 
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En d’autres termes, elle sera le troisième côté d’un triangle qui aura pour 
premier côté le rayon vecteur OA, le second côté AK étant égal et parallèle 
au rayon vecteur OA’. D'ailleurs, dans ce triangle, le côté OK, représenté 
en grandeur par le module de la somme r,+r,,, sera compris entre la 


somme et la différence des deux autres côtés, représentés en grandeur par 
les modules r et r’. On peut donc énoncer la proposition suivante : 


1% Théorème. Le module de la somme de deux quantités géométriques 
est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités géo- 
métriques r,,r,, pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées par le 


théorème précédent, et se réduirait effectivement à la somme ou à la diffé- 
rence des modules r, r', si les rayons vecteurs OA, OA’ étaient dirigés sui- 
vant une même droite, dans le même sens ou en sens opposés. 

Le théorème 1° entraîne évidemment le suivant : 


_2° Théorème. Le module de la somme de plusieurs quantités géométriques 
ne peut surpasser la somme de leurs modules. 
_ On peut, au reste, déduire directement ce 2° théorème de cette seule 
considération, que dans un polygone formé OABC... HK, le dernier 
côté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres. 

Ce que nous nommerons le produit de plusieurs quantités géométriques, 
ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module le produit 
de leurs modules, et pour argument la somme de leurs arguments. Nous 
indiquerons le produit de plusieurs quantités géométriques, 

e 
POLE RANCE 
à l'aide des notations que l'on emploie dans le cas où il s'agit de quantités 
algébriques, par exemple, en plaçant ces quantités à la suite les unes des 
autres , sans les faire précéder d'aucun signe. Cela posé, on aura, d’après la 
définition énoncée, 
(4) rrytne.=(rrtr"..) 


P P+p'+p"+..." 


On sait que, pour multiplier par un facteur donné la somme de plu- 
sieurs nombres on de plusieurs quantités algébriques, il suffit de multiplier 
chaque terme de la somme par le facteur dont il s'agit. La somme R, de 
plusieurs quantités géométriques Pilysse. jouit de la même propriété. 
Pour le prouver, il suffit de faire voir que l'équation (1) continuera de 
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subsister, si l'on multiplie les divers termes 


Tes ' gs à 
Rp, Fa Tor PEN 


par un facteur géométrique p_. Or, en premier lieu, si le module p se 
réduit à l'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s'agit, 
LEA , { _ 

d'ajouter l'argument æ à chacun des arguments P, p, p',p',.... Maïs cette 

opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun des rayons 
vecteurs 


! 
Ra; Ps Pisces 


et, par suite, le polygone OABC... HK, dont la construction fournit la 


valeur de R,, en faisant décrire à chaque rayon vecteur l'angle 5 ; elle lais- 
sera donc subsister l'équation (1), qui deviendra 


(5) k =r,;s tp, +... 


" 
P+% pe + Tlp+to 


Eu second lieu, on pourra, sans altérer les directions des côtés du polygone 
OABC ... HK, le transformer en un polygone semblable, en faisant va- 
rier ses côtés dans le rapport de 1 à p, et l'on pourra ainsi, de la formule (5), 
déduire l'équation 


(Rhhpis re (FPh+s ve (r 
qui peut être présentée sous la forme 
(6) Le Rp = Poln Flaltp te 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 
3° Théoreme. Pour multiplier la somme 


! 
40 fS 
RC tf 


de plusieurs quantités géométriques r,, »,,... par le facteur géométrique g,, 
il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par ce même fac- 
teur. 

Ce théorème une fois établi, on en déduit immédiatement la proposition 
plus générale dont voici l'énoncé : 

4° Théorème. Le produit de plusieurs sommes de quantités géométriques 
est la somme des produits partiels que l'on peut former avec les divers 
termes de ces mêmes sommes, en prenant un facteur dans chacune 


d'elles. \ 


” AA : # 
sd 
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Soit maintenant » un nombre entier quelconque, Le produit de m 
facteurs égaux à la quantité géométrique r, est ce que nous appellerons 


la me puissance de cette quantité, et ce que nous indiquerons, suivant 
l'usage adopté pour les quantités algébriques , par la notation 


pv” 
P . 


ÿ 
LA 


Cela posé, l'équation (4) entraînera évidemment la formule 
(7) = (7 )nps 


et l’on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géométriques 
les propositions connues et relatives aux puissances entières de quantités 
algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par »m, n deux nombres 
entiers, on aura 


» Ar Cm + 
@ Pere 
(9) CHE 


Ainsi encore, on conclura du 4° théorème que la formule de Newton, 
relative au. développement de la puissance entière d'un binôme, subsiste 
dans le cas même où ce binôme est la somme de deux quantités géo- 
métriques. 

Deux quantités géométriques seront dites opposées l’une à l’autre, lorsque 
leur somme sera nulle, et inverses l'une de l’autre, lorsque leur produit sera 
l'unité. D’après ces définitions, la quantité géométrique Ty OÙ — 7, sera 
l'opposée de r,. De plus, si l'on étend les formules (7), (8) au cas même où 


l'exposant » devient nul ou négatif, on aura identiquement 


r°=1 
p ’ : 


et la quantité géométrique r," ne sera autre chose que l'inverse de r,. 


Pareillement, r, " sera l'inverse de 17 et l'on aura 


Go) A FES nt 


Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité géo- 
métrique pourra quelquefois être représentée par une seule lettre. 
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$ IIT. — Différences, quotients et racines de quantités géométriques. 


Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algébriques, la 
soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront autre chose que 
les opérations inverses de l'addition, de la multiplication, de l'élévation aux 
puissances. Par suite, les résultats de ces opérations inverses, désignés sous 
les noms de différences, de quotients, de racines, se trouveront complétement 
définis. Ainsi, en particulier, 4 

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut ajou- 
ter à la seconde pour obtenir la première; 

Le quotient d'une quantité géométrique par une autre sera le facteur qui, 
multiplié par la seconde, reproduit la première; 

La racine n°" d'une quantité géométrique, 7 étant un nombre entier 
quelconque, sera un facteur dont la 7%" puissance reproduira la quantité 
dont il s'agit. 

De ces définitions, on déduira immédiatement les propositions suivantes : 

1% Théorème. Pour soustraire une quantité géométrique, il suffit d'ajouter 
la quantité opposée. 

2° Théorème. Pour diviser par une quantité noie vi il suffit de 
multiplier par la quantité inverse. 

Les différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront à 
l’aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence 
des deux quantités géométriques R,, r',; SEra désignée par la notation 


kR EH 


et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la première par la se- 
conde, sera exprimé par la notation 


Rp 


F 
P 


Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques, 
quelques-unes s'évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. Donc, la 
somme et la différence des quantités géométriques o et }, pourront être 


L L f 4] Li LE er “ 
représentées simplement par + PAT l'on aura, eu égard au 1° théo 


reme, 
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Si, dans la dernière des deux formules précédentes, on pose p = 0, elle 


donnera 
Pr [+ dune r = — ! j* 
T le] 


Soit maintenant p,, la racine n*"* de r, : l'équation 
(1) RUES Fr, 
donnera 
et, par suite (voir le $ I), 
(2) p=r, Am—=p+aÂr, 


- & désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative; puis on en 
conclura 


y LME a hace 
(3) pP=r, SAR er 
(4) 4 seu (ei 
En vertu de la seconde des formules (3), l'angle polaire 
PR P FS 2k x 
ñ ñn 


pourra être un terme quelconque de la progression arithmétique dont la 
4 CNE , S , P ’ , A ds A 
raison serait —» l’un des termes étant + Il en résulte qu'une même quantité 


géométrique r, offrira z racines du degré n, toutes comprises dans la for- 
mule è 

I 
(5) S (s ) p. 24m) 


jo n n 


= 


et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à z points qui 
diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons que, l'expres- 
sion (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu'on fait croître ou dé- 


2 & à: . Li: ; 
croître le rapport à d’une ou de plusieurs unités, par conséquent, lorsqu'on 


fait croître ou décroître 4 de 7 ou d’un multiple de », il suffira, pour ob- 
tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement 
pour 4 les divers termes de la suite 


(6) Q, 1:48, 42 — À. 
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Si p se réduit à zéro, et r à l'unité, on aura simplement 
Tr =l El 


Alors les diverses valeurs de l'expression (5), réduites à la forme 


(7) | Een 


Li 


ne seront autre chose que les racines n*"* de l'unité, représentées par les 
divers termes de la suite : 


(8) Di 7 


ad éme ESP TYE 
n n n 


il est bon d'observer que, parmi ces termes, deux au plus se réduiront à des 
quantités algébriques, savoir : le premier terme 1,—1, et, quand n sera 


pair, le terme 1, — —:, que l'on obtiendra en posant # = De plus, 


comme on aura 


et, par conséquent, : 


Lab + 14204) la(n—sa}x À 


n n 


2m? 


hr?" 1 
#. 


il est clair que les diverses racines de l’unité pourront être représentées non- 
seulement par les divers termes de la suite (8), mais encore, si z est impair, 
par les termes de la suite 


(9) TA dE MT CEE OL ME FEV CENTS 
He on n n : Lo ra n 

et, sir.est pair, par les termes de la suite 
(ro) 1 I I 
/ (sa) nt GA 27? 
ER n ; n in n nn : n 


Si, par exemple, on attribue successivement à 7 les valeurs 
2; 3, 4, 55... 
on trouvera pour racines carrées de l'unité les deux quantités algébriqués 


me 7 A5 
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pour racines cubiques de l'unité, la seule quantité algébrique 1, et les deux 
quantités géométriques 


Log: agi 
3 3. | 
pour racines quatrièmes de l'unité, les deux quantités algébriques 1,— 1, 
et les deux quantités géométriques 
L! Tr 4 PE 
mL" 2 
liées entre elles par la formule À 
HET Le 
(ra 2 


etc. 


Si, dans l'expression (5), on posait À — o, cette expression, réduite à 


É° 
(5), 
n 
représenterait une seule des racines n°” de r,. Or, il suffira de multiplier 
celle-ci par l'une des valeurs de 1,,., c'est-à-dire, par l'une quelconque 


n u 
des racines n°"® de l'unité, pour reproduire l'expression (5), propre à re-: 
présenter l'une quelconque des racines n“”"* de r,, attendu que l'on aura 


# ) { 1° 


n n n n 


généralement 


% 


On peut donc énoncer la proposition suivante: 

3° Théorème. Pour obtenir les diverses racines #7” d’une quantité géo- 
métrique, il suffit de multiplier successivement l’une quelconque d’entre 
elles par les diverses racines n°"# de l'unité. 


$ IV. — Fonctions entières. Équations algébriques. 


Nous appellerons fonction entiere d'une quantité géométrique, une somme 
de termes proportionnels à des puissances entières et positives de cette 
quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera le degré de la fonc- 
tion. Cela posé, si l’on désigne par z une quantité géométrique variable, et 
par Z une fonction de 3 entière et du degrén, la forme générale de la fonc- 
tion Z sera 
(1) Z=a+bz+e+...+ger!+ he, 


Re: 
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a,;b,c,.…,g,h, désignant des coefficients constants, dont chacun pourra 
être une quantité géométrique. Ajoutons que l’on pourra encore écrire l'é- 
quation (1) comme il suit : é 
(2) Z=2(h+ gs" +... + oz" ba mi gr), 


Si n se réduisait à zéro, la fonction entière Z 5e réduirait à la constante 4. 
Dans toute autre hypothèse, la fonction Z sera variable avec z, et son 


module deviendra infini avec le module de z. En effet, posons 


2=F,,. Z=R) ; 


soit, de plus, h le module de la constante k, et concevons que le module r 
de 3 vienne à croître indéfiniment; on verra décroître indéfiniment les mo- 
dules de z7*,z7?,...,2", et, par suite, le polynôme 


h + gr! ER De er + Sc 


“ 


s'approchera indéfiniment de la limite k. Donc, pour de très-grandes valeurs 
de r, le module de ce polynôme différera très-peu du module h de la con- 
stante k, et le module R de Z, eu égard à la formule (2), différera très-peu 
du module de Az”, c’est-à-dire du produit 


hr?. 
Donc le module À de Z deviendra indéfiniment grand avec le module r 
de z; et à une valeur finie du module R de la fonction Z ne pourra jamais 
correspondre qu'une valeur finie du module r de la variable Z. 


Concevons maintenant que l'on attribue à Ja variable z une valeur finie, 
puis à cette valeur finie un accroissement 


pis 


dont le module p soit très-petit; et en désignant cet accroissement par Az, 
nommons AZ l'accroissement correspondant de la fonction Z. Pour obtenir 
Z + AZ, il suffira de remplacer z par z + € dans le second membre de 
l'équation (1), où chaque terme pourra être développé, à l’aide de la for- 
mule du binôme, en une suite ordonnée selon les puissances entières et as- 
cendantes de &. En opérant ainsi et réunissant les termes semblables, on 
obtiendra le développement de Z + A Z en une suite de termes proportion- 
nels aux puissances entières de &, d'un degré inférieur on égal à n. Si, de 
cette suite, onretranche la fonction Z représentée par le terme indépendant 
de &, on obtiendra un reste qui sera divisible algébriquement par &, et qui 
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représentera le développement de AZ. Nommons &” la plus petite des 
puissances de-Ë, comprises dans ce développement. Le quotient que pro- 
duira la division de AZ par &”, sera une fonction entière de & qui se ré- 
duira , pour une valeur nulle de &, à une limite finie et différente de zéro. 
Soient y ce quotient, et Ræ la limite dont il s’agit. On aura non-seule- 
ment 
x (on), 
AZ EME (ME) pin, 


et pour des valeurs décroissantes de p, l'argument Ÿ + ms de AZ conver- 
gera vers la limite ® + ms. Cela posé, nommons À et B les extrémités de 
deux rayons vecteurs qui, partant du pôle O, soient représentés en gran- 
deur et en direction par les deux quantités géométriques | 


Z, Z+AZ. 


La longueur AB, représentée géométriquement par AZ, et numériquement 
par le module Rp", se mesurera dans une direction qui formera l'angle 
Ÿ+ms avec l'axe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croître le module p à partir 
de zéro, le point B, d’abord appliqué sur le point A, décrira un arc dont 
la droite AB sera la corde; et la tangente menée à cet arc par le point A 
formera, avec l’axe polaire, un angle égal non plus à la somme Ÿ + m3, 
mais à sa limite ® + ms. Or, évidemment, la distance OB sera plus petite 
que la distance OA, si le point B est intérieur à la circonférence de cercle 
décrite du pôle O comme centre avec le rayon OA; et l’on peut ajouter que 
cette dernière condition sera certainement remplie, pour de trés-petites 
valeurs du module p, si la tangente menée par le point A à l’arc AB forme 
un angle obtus avec le prolongement du rayon OA, ou, en d’autres termes, 
si l’angle polaire II, déterminé par la formule 


mais encore 


(3) | H—®+me—P, 
offre un cosinus négatif, ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a I —#. 
Mais , après avoir choisi arbitrairement pour 11 un angle dont le cosinus soit 
négatif, on pourra toujours satisfaire à l’équation (3), en attribuant à & une 
valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira de prendre 

| n+P—@ 
(4) Le D T Fa: we RAA 

m 
Donc, en définitive, si le module R de Z, correspondant à une valeur finie de 
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la variable z, n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de manière à 
faire décroître le module R. En conséquence, la plus petite valeur de pourra 
prendre le module R ne pourra différer de zéro. Maïs quand R s'évanouira, 
la valeur de z, d’après ce qui a été dit plus haut, Npspa rester finie, et, 
puisqu’une telle valeur vérifiera l'équation 


PAR à 


on pourra énoncer la proposition suivante : 

1*% Théorème. Soient z une quantité géométrique variable, et Z une fonc- 
tion entière de z. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs valeurs 
finies de z, à l'équation 
(5) = à. 

Une valeur finie de z, qui vérifie l'équation (5), est ce qu'on nomme une 
racine de cette équation. Soit z’ une telle racine, la fonction Z s'évanouira 
avec la différence z — z'; et si le degré » de cette fonction surpasse l'unité, 
elle sera Je produit de z — z’ pour une autre fonction entière qui devra 
s'évanouir à son tour pour une nouvelle valeur z” de Z, et sera, en consé= 
quence, divisible par z— 2". En continuant ainsi, on finira par établir la 
proposition suivante: jé 

2° Théorème. Soit z une quantité géométrique variable, et 


Z=a+ bz+ ca? +. + gt + he" 
une fonction entière de z du degré-n. L'équation 
F=d 
_admettra n racines; et si l’on nomme 
GS MOUSE 
ces mêmes racines , on aura identiquement, quel que soit 2, 
(6) -Z = Ho RAS R(AS=87T, 


en sorte que la fonction z sera le produit de la constante k par les facteurs 
linéaires 
Z — 2, Z— y, z — 24, 
Il est bon d'observer que , dansle cas où l'équation (5) se vérifie, le terme 
hz" de la fonction z équivaut à la somme de tous les autres, prise en signe 
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contraire. Donc alors le module hr” de ce terme doit être égal ou inférieur 
à la somme des modules de tous les autres ; et si l'on nomme b,c,...,g,h 
les modules des coefficients b, c,..., g, k, on doit avoir 


(7) a+br+cr+...+grt—hr= ou >o. 
Or, cette dernière condition peut s'écrire comme il suit : 


a b c 15 
(8) Qu PAR ARABE, DEAR SAC Pagi0 Sig! 

is r Fr r 
D'ailleurs , le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par 
degrés insensibles, et passe de la limite œ à la limite — h, tandis que 7 
croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à l'infini. Donc ce 
premier membre s'évanouira pour une certaine valeur de r qui vérifiera 
l'équation 
(9) a+br+ cr +... + gr! hr" 0; 


et si lon nomme 1 la racine positive unique de l’équation (9), la condi- 
tion ( 7) ou (8) donnera r < 1. On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante : | 

3° Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans le théorème 2, 
chacune des racines de l'équation proposée offrira un module inférieur à la 
racine positive unique de l'équation auxiliaire qu'on obtient lorsqu'on rem- 
place, dans la proposée, chaque terme par son module, en affectant du 
signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de l'inconnue, et 
tous les autres du signe +. 

Lorsque, dans la fonction entière z, tous les termes s'évanouissent , à l’ex- 
ception des termes extrêmes «et han, la formule (5), réduite à l'équation 
binôme 


s 


(0) a+ hs" = 0, 
donne. 
Bh}se LS = — po 


: , } À ‘jèm a 
et ses diverses racines ne sont autres que les racines n“"** du rapport — -- 


*X 


S V.,— Sur la résolution des équations algébriques. 


Considérons toujours une équation algébrique 
(1) un NN se: 


22.. 


( 172) 
dont le premier membre 
(2) Z=a + br + CPE. HER per 
soit une fonction entière de la variable 


2 lp 


les coefficients &, b, c,...,g, h pouvant être eux-mêmes des quantités géo-- 
métriques. Comme on l’a prouvé dans le précédent paragraphe, cette équa- 
tion admettra généralement 7 racines, c'est-à-dire que l’on pourra généra- 
lement assigner à z, » valeurs pour lesquelles la fonction Z s'évanouira. 
Résoudre l'équation, c'est déterminer ces racines en commençant par l’une 
quelconque d’entre elles ; et la condition à laquelle une méthode de réso- 
lution devra satisfaire, sera de fournir chaque racine avec telle approxi- 
mation que l’on voudra. Or le caractère d’une racine est de réduire à zéro 
la fonction Z avec son module R; et si des valeurs successives de z corres- 
pondent à des valeurs de À qui décroissent sans cesse, en s’approchant in- 
définiment de la limite zéro, ces valeurs de z formeront une série dont le 
terme général convergera vers une racine de l'équation (r). Donc, pour 
résoudre cette équation, il suffira de faire décroître indéfiniment le mo- 
dule R, et l'on pourra considérer comme appropriée à ce but toute méthode 
qui permettra de substituer à une valeur finie quelconque de z une autre 
valeur qui fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z. 
D'ailleurs, si, de ces deux valeurs de z, la première n’est pas nulle, on 
pourra considérer la seconde comme composée de deux parties dont l'une 
serait précisément la première valeur de z, à laquelle s'ajouterait une 
valeur particulière d’une variable nouvelle qui aurait commencé par 
être nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution tout 
procédé qui permet d’assigner à une variable z comprise dans une fonction 
entière Z, une valeur à laquelle corresponde un module À de Z sensible- 
ment inférieur au module du terme constant a, qu'on obtient en posant. 
dans cette fonction, z=— 0. 

Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l'é- 
quation (2), on considère d’abord le cas où le coefficient à de z diffère de 
zéro. Si la variable z passe d’une valeur nulle à une valeur très-peu diffé- 
rente de zéro, la fonction Z passera de la valeur 4 à une valeur peu diffé- 
rente de a , et représentée approximativement par le binôme 


a + bz. 


Si, d’ailleurs, le module de a est très-petit relativement au module de b, 
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l'équation (1) offrira, pour l'ordinaire, une racine très-rapprochée de zéro, 
et cette racine se confondra sensiblement avec celle de l'équation binôme 
(3y:24 a + bz= 0, 
ou, ce qui revient au même, avec la quantité géométrique p_ déterminée 
par la formule ; 
(4) Pa = 3 
On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p_ pour valeur ap- 
prochée de l'une des racines de l'équation (1), et c’est en cela que consiste la 
méthode d’approximation linéaire ou neswtonienne. Toutefois, la valeur p_ 
attribuée à la variable z ne pourra être admise comme valeur approchée d'une 
racine qu'autant qu elle fournira un module R de Z inférieur au module de a. 

Si, en posant 

6) ent LP Ù 
on obtient un module de Z supérieur au module de 4, on pourra substituer 
à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme 
(6) - AFS 
r étant inférieur à p, et convenablement choisi. Effectivement , soient 
brie, Ve. h 
les modules des coefficients 


dan bic. A 
Le module de 
a + bz, 


qui se réduisait à 
d a—bp—o 
lorsqu'on prenait z = p_, deviendra 
(7) a—br>o, 
lorsqu'on posera z — r° ; alors aussi le module de la somme 
- C2? + + gz" + ha" 
sera, en vertu du 2° théorème du $ IT, égal ou inférieur à la quantité positive 
| cr+... gr! +hrr, 
et par suite le module du polynôme 
Z=a+bz+c +... + ge"! + hz" 
sera égal ou inférieur à la quantité positive 


a—br+ cr?+...+ gr"! + hr", 


sn, 


| ‘C374) 
ou, ce qui revient au même, à la différence 
(8) a—r(b—cr—...-gr22 three), 


Donc le module R de Z sera inférieur au module a de la constante à, si 
l'on détermine z à l’aide de l'équation (6), en assujettissant le module r à vé- 
rifier non-seulement la condition (7), mais encore la suivante : 


(9) : b—cr—.….— gr"? hr"! > 0. 


. D'ailleurs, si l’on nomme f la racine positive unique de l’équation 


(10) b—cr—...-gr#2_hret—o, 
il suffira, pour satisfaire simultanément aux conditions (7) et (9), que le 
module r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et +. En con- 


- 


séquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
1% Théorème. Soient 


Z=a+bz+ cz +... Ti HE hz" 
une fonction entière de la variable z — JS et 


“ob; cit 
les modules des coefficients 


PU PR CSS DT 


Supposons, d’ailleurs, que, les coefficients 4, b n'étant pas nuls, on nomme 


2, la racine de l'équation binôme 


da +b2=0: 


et r la racine positive unique de l'équation 
b—cr—...—gr"?—hrt—o. 


Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son premier 
terme à, il suffira de poser p — 5, et d'attribuer au module r de z une 


valeur inférieure au plus petit des deux nombres £, +. 


Nous avons ici supposé que , dans la fonction Z, le coefficient de z ne se 
réduisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'autres encore pourraient s'é- 
vanouir. Admettons cette hypothèse, ou, ce qui revient au même, suppo-- 
sons la fonction Z déterminée, non plus par l'équation (2), mais par une 
équation de la forme 


(r1) Z=a+bz + cz" +... +hzr, 
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les nombres l, m,..…., n formant une suite croissante. Alors, si le module 
de a était très-petit relativement au module de b, on pourrait, dans une 
première approximation , réduire pour l'ordinaire ré équation FER 

| ROUE (HT PER ONE Ye 
à l'équation binôme 
(12) a + bz! — o. 
De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait à la place du théo- 
rème 1‘, la proposition suivante : * 

2° T'héoreme. Soient | 

Z=a+bs'+c" +... + hz" 


une fonction entière de la variable z — r, , et 


RS Cu ce D 
les modules des coefficients 
PRET POSTE |: 


s 


Supposons, d'ailleurs, que les nombres /, m,…., n forment une suite croissante, 
et que, s coefficients a, b n'étant pas Le on nomme p_ l’une quelconque 


des raêines de l'équation binôme 


(12) ; a +.b2"= 0; 
et r la racine positive unique de l'équation 
(13) ob ion Dem ALES. br le 0. 


Pour rendre lé module de la fonction Z inférieur au module de son premier 
terme à, il suffira de poser p = 5, et d'attribuer au module 7 de z une va- 


leur inférieure au plus petit des deux nombres p, + 


En s'appuyant sur les théorèmes 1 et 2, on pourra, d'une valeur nulle de 
z, déduire une série d'autres valeurs auxquelles correspondront des valeurs 
sans cesse décroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs dé- 
croissantes de AR s'approchent indéfiniment de zéro , les valeurs correspon- 
dantes de Z convergeront vers une limite qui sera certainement une racine 
de l'équation (1 [). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successive- 
ment obténues décroissent sans s'approcher indéfiniment de zéro. C'est ce 
que l'on reconnaîtra sans peine en essayant d'appliquer les théorèmes énon- 
cés à la résolution d'équations très-simples, par exemple deqnien du 
second degré. 
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En effet, considérons le cas où, Z étant du second degré, l'on aurait 
(4) , Z=a+bz+c#.. 
Supposons, d'ailleurs, que a, b, c étant les modules de a, b,c, on ait 
8 ax»; b—=—b, c=e.. ie 
La valeur de Z deviendra : 
(15). Z=a—bz+ cz; 
et les racines p_, r des équations 


a—bz—o, b— cr — 


| 
© 


seront 


de sorte qu'on aura encore 
a 
£ ar E? RE LES rS 


+ 
e 


Si, d'ailleurs, p est supérieur à t, ou, ce qui revient au même, si l'on a 


(16) ac — b?> 0; 


alors, pour obtenir un module de Z inférieur au module a, il suf ra, en 
vertu du théorème 1°, de poser 
(47) LH 0; 


3 désignant un nombre entier inférieur à l'unité, mais qui pourra varier ar- 
bitrairement entre les limites ©, 1 ; et comme, en posant 


LA 


(18) 2 Gr+; 

on trouvera | 

(19) Z =a =HpiGaEr?, 

les valeurs de a’, b' étant à É : | 

(20) a = a—0(r — 6)br, HET — 260)b; 


il est clair qu’à la valeur zéro de &, ou, ce qui revient au même, à la valeur 
+ de z correspondra un module de Z, inférieur au module a, et représenté 


par a’. [ya plus : comme des formules (20), jointes à la condition (16), 
on tirera re MERE eV 
(ar) | ac—b?>o, | 


(177) 
il suffiratd'appliquer le théorème 1° à la valeur générale de Z, que déter- 
mine non plus l'équation (15), mais l'équation transformée (19), pour dé- 
montrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle variable & passe 
de la valeur zéro à la valeur 


9 à —<40@+, 
@ étant déterminé par la formule | 
9 = 1 — 20, 
ou, ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur 8+ à la va- 


leur @r (1 + @). En continuant ainsi, on reconnaîtra que, pour obtenir des 


valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs süc- 
cessives de z les divers termes de la suite 


(22) 0,::0t, : 6r(1+ 0), 6r(1+0+8?), etc... 
Or le terme général de cette suite converge vers la limite 
| 0 I 
2 & «+ mn. | 
0F(1+0 +0 +...)= rer, 


et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve, pour 


fc 


’ilest clair que, dais cette ehypothèse, la limite vers laquelle converge le terme 
général de au série (22) ne e peut être une racine de l'équation du second degré 


Du > je 


(ss, né a— b3. + c2 — 0. 


On arriverait aux mêmes conclusions en formant la sériedes valeurs décrois- 
santes du module R de Z, qui correspondraient aux valeurs successives de 
la variable z, et l'on reconnaîtrait ainsi que le terme général de cette nou- 
velle série ,au lieu des approcher indéfiniment de zéro, converge vers la limite 


Me e+ et RNSas br a <br 


L D. | 3 
ar consé quent vel a limite ae a _. Supérieure à = a. 
P q LUE ré es P 4 


La limite vers Rad converge le terme général de la série (22) n'étant 
pas une racinê de l'équation (21); on pourrait être tenté de regarder le cal- 
cul de cette limite comme inutile à la résolution de cette équation. Mais 
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cette opinion serait une erreur; car si l’on décompose la variable zen deux par- 
ties dont la première soit la limite trouvée, ou , en d’autres termes, si lon pose 


I 
SRE À Ca 


il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable &, pour réduire 
l'équation (23) à l'équation binôme 

(24) a+ ct = 0, 

la valeur a' étant 


D'ailleurs, les deux racines de:l'équation (24) ne sont autres que les deux 
racines carrées du rapport — “ 
Généralement, si, an eu d'une équation du second degré, on considère 
une équation de degré quelconque, la série des valeurs de z, successivement 
déduites des règles que nous avons énoncées, et correspondantes à des va- 
leurs décroissantes du module R de Z, pourra converger vers une limite 
qui, n'étant pas une racine de l'équation donnée, ne fasse pas évanouir le - 
module À. Mais alors il suffira d'attribuer à cette limite un accroissement 
représenté par une nouvelle variable &; puis de substituer € à z, pour ob- 
tenir, à la place de l'équation donnée, une équation transformée, de la- 
quelle on pourra déduire, par l'application des mêmes règles, une nouvelle 
série de valeurs de &,, et par conséquent une nouvelle série de valeurs de 2, 

correspondantes à de nouvelles valeurs décroissantes du module R. 

En continuant de la sorte, c’est-à-dire en déduisant, s’il est nécessaire, 
des règles énoncées plusieurs séries de valeurs de z, en déterminant d'ailleurs 
avec-une approximation suffisante les limites, vers lesquelles convergent les 
termes généraux de ces séries, et en transformant l'équation donnée par 
l'introduction de variables nouvelles qui, ajoutées à ces limites, repro- 
duisent la variable z, on pourra non-seulement diminuer sans cesse, mais 
encore rapprocher indéfiniment de zéro le module R; par conséquent, on 
finira par résoudre l'équation donnée avec une approximation aussi grande 
que l’on voudra. Il y a plus : cette méthode de résolution peut encore servir 
à démontrer l'existence des racines. Lorsqu'on veut l'employer à cet usage, 
il n’est pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (3 ) 
et (10), ou(r2) et (13); il suffit d'observer que l’on satisfait aux conditions 


requises, par exemple aux conditions (7) et (9), en attribuant au module r 
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de z une valeur infiniment petite; et l'on se trouve :aimsi ramené au théo- 
vème 1° du $ IV, par une démonstration qui est précisément cellerqu'en 
a donnée M. Argand dans un article que renferme le IV° volume des #n- 
nales de M. Gergonne, pages 135 et suivantes (*). C’est encore à cette dé- 
monstration que se réduit celle que M. Legendre a proposée pour le même 
théorème dans la seconde édition de la Théorie des nombres. D'ailieurs, 
M. Legendre observe qu'en diminuant continuellement le module d'une fonc- 
tion entière par des opérations semblables , répétées convenablement , on 
parviendra, en définitive, à une valeur de ce module aussi petite que l'on 
voudra ; il présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme mé- 
thode.de résolution pour les équations alyébriques, et surtout comme propre 
à fournir une première valeur approchée d'une racine d’une telle équation. 
Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur à ce but laisse 
beaucoup à désirer, et consiste à faire décroître le module de la fonction 
entière Z, en attribuant à la variable z une valeur égale au produit d'un coet- 
ficient très-petit par la racine de l'équation (3), ou par une racine de l'équa- 
tion (12). Du reste, il nexplique pas comment on doit s'y prendre pour ob- 
tenir un coefficient d'une petitesse telle, que le module Z décroisse effec- 
tivement, et ne parle pas de l'équation (10) ou(13), qui permet de répondre 
à cette question. Ajoutons que, même en ayant égard à l'équation (10) ou 
(13), et en suivant la méthode ci-dessus tracée, on peut être exposé à un 
travail long et pénible, si l'on n’a pas soin de choisir convenablement les 
quantités que la méthode laisse indéterminées ; par exemple, le nombre dé- 
signé par 9 dans la formule (18). Supposons, pour fixer les idées , que l’équa- 
tion (23) se réduise à la suivante : 

2—23+72—=0. 
Alors, le rapport 2ou r étant réduit à l'unité, le 7°” terme dela série (29 )sera 
1 — OT" 


bG+e ++..." — 91" — 


I 
1—@ … 2 


I 
say 
6", 
*% . . 1 . . 
et convergera, pour des valeurs croissantes de 7, vers la limite -. Mais il 
2 


s’approchera très-lentement de cette limite, si l'on attribue au nombre @ une 
valeur peu différente de zéro, à laquelle correspondra une valeur de @ peu 
différente de l'unité. Donc Kite on devra prolonger fort loin la série (22 ), 


2 


(*) J'ai en ce momentisous les yeux un exemplaire de d'ouvrage dont cet article offre le 
resumé. Cet ouvrage, qui a pour titre : Æssai sur une manière de représenter les quantités 
imaginaires dans les constructions géométriques , porte la date de 1806. Le nom de l’auteur, 
Robert Argand, de Genève, est écrit à la man: 


23.. 
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avant d'obtenir un terme sensiblement égal à cette limite ; et l’on peut ajou- 
ter que les valeurs de À, correspondantes aux valeurs successives de z, dé- 
croîtront très-lentement, A la vérité, dans le cas présent, on peut déterminer 
directement la limite cherchée. Mais il n’en sera plus de même quand l’équa- 
tion donnée sera d'un degré supérieur au second ; et généralement le calcul 
des valeurs successives de 3 deviendra pénible , si le module R décroît très- 
lentement tandis que l'on passe d’une valeur de z à la suivante ; ce qui obli- 
gera le calculateur d'effectuer une longue suite d'opérations avant que ce 
module devienne sensiblement nul. | 

On évitera ces inconvénients, ou , du moins, on les atténuera notablement 
si, en appliquant à une fonction entière Z le théorème r ou 2, on attribue 
à la variable z un module r qui, sans dépasser la plus petite des limites in- 
diquées p et +, fasse décroître, autant qu’il sera possible, le module de Z. 
D'ailleurs, lorsque, le coefficient de z dans Z étant différent de zéro, on at- 
tribue à la variable z, avec l'argument 5 , un module égal et inférieur au plus 


petit des nombres 5, +, le module de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir : 
CNET ail ee si grftte Mort), 

dont la valeur minimum; inférieure à a, correspond à la valeur maximum 
du produit 

(25) r(b—cr—.…. — gr? — hr"), | | 
Enfin, le produit (25), dont les deux facteurs s'évanouissent, le premier 


quand on pose r = o, le second quand on pose r =+, aura pour maximum 


une valeur positive correspondante à une valeur & de r, qui vérifiera la 
condition 


LET. 


1 


Cela posé, la quantité ©, inférieure à +, sera la valeur de 7 à laquelle corres- 


pondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z ne dépassera 
point si l'on a r < p. On se trouvera donc naturellement conduit à substituer, 


A 


dans le théorème 1%, t à f; on pourra même réduire le module r de z à 
celle des deux quantités p, + qui fournira le plus petit module de Z; et l'on 
obtiendra ainsi, pour la résolution des équations algébriques, la méthode 
nouvelle et très-simple qui fera l’objet de l'article suivant. 
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MÉTHODE NOUVELLE 


POUR 


LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 


Soit toujours 
(1) Z=a+bz+cz+:..+ 82" + hz! 


une fonction entière de la variable 
MR 

Comme on l’a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre une 
équation algébrique quelconque à l'aide de tout procédé qui fournira pour 
la variable z une valeur à laquelle correspondra un module À de la fonction Z, 
sensiblement inférieur au module a du premier terme a. 

Cela posé, considérons d’abord le cas où, la valeur de Z étant donnée par 
l'équation (1), le coefficient b de z diffère de zéro. Alors une méthode de 
résolution très-simple pourra évidemment se déduire du théorème que nous 
allons énoncer. 

1 Théorème. Soient 
(1) " Z=a+bz+c+...+g2 "+ hz 


une fonction entière de la variable z — r,, et 


:: 1.00 


a, b, 6... h, 
les modules des coefficients ; 
| a: brop iae 
Supposons d’ailleurs que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme p. 


la racine de l’équation binôme 


(2) L a+bz=o, 
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et+ la valeur de r pour laquelle le produit 
(3) r (b —"érÉe get hs ) 


devient un maximum, on, ce qui revient ‘au même, la racine positive 
unique de l'équation 


(4) b—o2cr—...—{(n— :;)gr"?— nhrt—=o. 


Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son pre- 
mier terme a, il suffira de réduire ce module À à la plus petite des deux 
valeurs qu'on obtient quand on pose successivement 


2 Ps 2= Ua 


Démonstration. Lorsque, l'argument de z étant égal à ©, le module de z 
est égal ou inférieur à p, le module du binôme a + bz se réduit à la diffé- 


rence 
a — br; 


par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme 

‘5) a—br+cr+...+gr "+ bre. 

D'autre part, le produit (3), qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa 
valeur maximum, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à ©, sera toujours 
positif dans cet intervalle. Donc, pour r — on < 4, on aura 

(6) cr? +... + gr hr" < br. 

Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on réduit le 
module r au plus petit des deux nombres p, +, la somme (5), et à plus forte 


raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. 


Donc le plus petit des modules de Z, correspondants aux valeurs p,,«_ de 


:, sera certainement inférieur au module a. 
Corollaire. 11 est bon d'observer que, si l’on considère le produit (3) 
comme fonction de r, ce produit, qui croît toujours avec r quand on fait va- 


rier r entre les limites o, «, offrira dans cet intervalle une dérivée toujours 


positive. Donc, pour r < 4, on aura toujours 


b—ocr—...—(n—1)g""— nhr"t>o, 
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ou , ce qui revient au même, 
br —acr —...—{(nr—1)gr""—nhr" > 0; 


puis on en conclura 
(7) br er —.. gt hr > cr+4.. + (n—a)gr" "+ (n —1)jhr" 


Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec elle 
la condition (6), le module a surpassera la somme (5) d’une quantité supé- 
rieure au nombre à déterminé par la formule 


(8) a = C++... +(n —a)gr""+{(n —i)brt. 
Donc, par suite, le module 2 de Z deviendra inférieur à la différence a — 4, 


si l'on pose z = ren prenant pour r le plus petit des deux nombres p, t: 


et, à plus forte raison, si l'on réduit le module R à la plus petite des deux 


valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement z — p,, 2 — 4. 


Ajoutons que le nombre & ne. s'évanouira jamais, si ce n’est dans le cas 
particulier où , les coefficients € ,..., g, k s'évanouissant tous simultanément, 
le polynôme Z se trouverait réduit au binôme a + bz. D'ailleurs, dans ce 
cas particulier, l'équation algébrique Z — a se réduirait précisément à lé- 


quation binôme a + bz= o, dont la racine est 3=p_— — 2 


b 
Considérons maintenant le cas où, dans la fonction Z, le coefficient de z 
s'évanouirait;, ou, ce qui revient au même, supposons cette fonction déter- 
minée, non plus par la formule (1), mais par une équation de la forme 


Z=a+ b# + et +... + het. 


Alors, au théorème 1°, on pourra substituer la proposition suivante : 
2° Théorème. Soient 
(9) Z=a+bz+c" +... + hz, 
une fonction entière de la variable z — r,; et 
| ab, ci: 
les modules des coefficients 


NOR NT à 


Supposons d’ailleurs que les nombres /, m, ..., n forment une suite crois- 
sante, et que, les coefficients a , b n'étant pas nuls, on nomme p. l’une quel- 
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conque des racines de l'équation binôme À ra 
(ro) a+b#=o. 
Enfin , soit t la valeur de r, pour laquelle le produit 


(15)  r(b—ocr tt... — hr) 


k 


devient un maximum , où, ce quirevient au même, la racine positive unique 
de Péquation 

(12) 1b — mer"... — nhr"-!— 0. 

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son pre- 


mier terme à, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux va- 
leurs qu’il obtient quand on pose successivement 


3 —p,) 2 ti: 


Démonstration. Lorsque, l'argument de z étant égal s, le module de z 
est égal ou inférieur à p, le module du binôme a + bz!' se réduit à la diffé- 


rence 
a — br; 


par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme 

(T3) a— br'+ cr"+...+ hr" 

D'autre part, le produit (1x), qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa 
valeur maximum , tandis que r croîtra depuis zéro jusqu à t, sera toujours 
positif dans cet intervalle. Donc, pour r =ou <4, on aura 

(14) ner He er br 

Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on réduit le 
module r au plus petit des deux nombres p, «, la somme (13), et à plus 


forte raison le module de Z, offriront des valeurs inférieures au module a. 


Donc le plus petit des modules de Z correspondants aux valeurs p_, ©, de z, 


sera certainement inférieur au module a. 
Corollaire. K est bon d'observer que, si lon considere le produit (11) 
comme une fonction de r, ce produit, qui croît toujours avec r quand on 


fait varier r entre les limites 0, «, offrira dans cet‘intervalle une dérivée 
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toujours positive. Donc, pour r < +, on aura toujours 
(15) ce br mer"! —...— nbhr"t > 0, us 
ou, ce qui revient au même, 


br! — mer" —...—nhr" > 0; 
puis on en conclura 


.(16) br'— crus > (F 1) CT" +... + (5 — t)hr" 


Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec elle 
la condition (14), le module a surpassera la somme (13) d’une quantité su- 
périeure au nombre x déterminé par la formule 


(17) | a=(r—i)om+..+ (51) hr 

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la quantité a — 4, 
si l'on pose z — r,, en prenant pour r le plus petit des deux nombres p, &: 
et à plus forte raison si l’on réduit le module R à la plus petite des deux va- 
leurs qu'il acquiert quand on pose successivement 2— p_, z —t,- Ajoutons 


que le nombre & ne s’'évanouira jamais, si ce n’est dans le cas particulier où, 
les coefficientsc,..., g, k s'évanouissant tous simultanément, le polynôme Z 
se trouverait réduit au binôme a + bz!. D'ailleurs, dans ce cas particulier, 
l'équation Z — o se réduirait précisément à l'équation binôme a + bz'— 0, 


dont les racines se confondent avec les racines de degré / du rapport — F° 
l’une d'elles étant »_. | 

L'application du théorème 1 ou 2 aux fonctions entières, qui représentent 
les premiers membres d'une équation algébrique et de ses transforméss 
successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode et 
des formules précises qui ne renferment plus de quantités indéterminées et 
arbitraires, analogues au nombre @ du Mémoire précédent. A la vérité, 
pour déduire de cette méthode des principes exposés dans le Mémoire 
précèdent, il suffit d'attribuer aux indéterminées dont il s'agit des valeurs 


spéciales, en prenant, par exemple, 8 — - Mais comme ces valeurs spé- 


I 
2 
ciales sont précisément celles-qui font décroître plus rapidement le module 
de la fonction entière donnée, ou, du moins, certains nombres que ce mo- 
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dule ne dépasse point , elles seront aussi généralement celles qui rendront les 
approximations plus rapides. 

* Supposons, pour fixer les idées, que l’on applique la nouvelle méthode 
à la formule (23) de la page 177, c'est-à-dire à l'équation du second 
degré 

; a— bz+c2 = 0, 
en supposant toujours 


ac — b? > o. 
On trouvera : 
15e ; ss WE 1 à 
RS À RASE To a = CC”; 
puis, en prenant 
Z=t+G, 


et faisant, pour abréger, a’ — a — %, on obtiendra immédiatement la trans- 
formée ‘: | 
a +cé—=o, 

dont les deux racines coincident avec les racines carrées du rapport — =. 
On retrouvera donc ainsi l'équation (24) de la page 178; et, ce qu'il importe de 
remarquer , on aura été conduit à cette équation, non plus par la recherche 
de la limite vers laquelle converge le terme général d’une série formée avec 
des valeurs successives de la variable z, mais par la détermination d’une 
seule valeur de cetté même variable. ; 

S'il arrivait que la fonction Z offrit , à la suite de son premier terme a ,un 
ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent sensiblement nuls, 
on pourrait, en se servant du théorème 1 ou 2 pour déterminer un module 
de Z inférieur à celui de a, faire abstraction de ces mêmes termes, sauf à 
constater ensuite que le module trouvé de Z, quand on a égard aux termes 
omis, reste inférieur au module de a. Cette remarque permet d'employer la 
nouvelle méthode à la résolution d'une équation numérique donnée, dans le 
cas même où l'application rigoureuse des théorèmes 1 et 2 aux premiers 
membres des transformées de cette équation ferait décroître très-lentement, 
aprés un certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers 
membres. 

. On sait que l'on peut toujours ramener la résolution d'une équation algé- 
brique au cas où cette équation n'offre pas de racines égales. D'ailleurs, lors- 
qu'à l’aide de la nouvelle méthode on sera parvenu à une valeur très-appro- 
chée w d'une racine simple d’une équation algébrique 


= ©; ÿ 
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alors, en posant 
(18) 32=0+6, 
ou transformera Z en une fonction de & dans laquelle le terme constant sera 
sensiblement nul, tandis que le coefficient de & différera sensiblement de 


zéro. Quant au coefficient de &”, il se réduira précisément au coefficient 
de z" dans la fonction Z. Donc, dans l'hypothèse admise, on trouvera 


(19) Z=a+ fé ++... +2 RE", 

4,6,c,...,g désignant de nouveaux coefficients dont le premier 4 offrira 
un module très-petit, tandis que le module de £ différera sensiblement de 
zéro. Donc alors, en vertu du théorème 1°, il faudra, pour rendre le mo- 
dule de Z inférieur au module de 4, poser . 

(20) a+ $6£—=o, 

ou, ce qui revient au même, 

(2 1) Ê = — #. 


et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait 
peu de w, sera celle que détermine la formule 


(22) 2= 0 —©. 


Ainsi La nouvelle méthode, appliquée à la résolution d'une équation algé- 
brique qui n'offre pas de racines égales, finira par coïncider, après un 
certain nombre d'opérations, avec la méthode linéaire ou newtonienne. 


24.. 


pe 


\ 
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ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 


La méthode que nous avons appliquée dans le Mémoire précédent à la 
réduction du module d’une fonction entière de la variable z, peut subir 
une modification qu’il est bon de connaître, et que nous allons indiquer. 

Soient toujours 


Z=a+bz+cr +... +<grt + he =R, 
une fonction entière de la variable z = r, , et 
à D, 0 0, h 
les modules des coefficients 


a, DC, ,:38, 0: 
Soit encore 


Dép a 
V'Enellés b. 
la racine unique de l'équation linéaire ‘ : 
a + bz = 0, 
en sorte qu'on ait 
F4 a 
Pa 2 
et posons : A * 
Q=c+.:FET Me, 
C=c#+...+ gp" + hp". 
On aura 
“14 Z=a+ bz+ Q2. 


Cela posé, lorsqu'on prendra z = r,,, le module r étant égal où inférieur 
à p, on obtiendra évidemment un module de Q égal ou inférieur à C, et, 
par suite, un module de Z égal ou inférieur à la somme 


(2) a—br+Cr?. 
Or, la valeur minimum de cette somme, savoir, 
1 b° 


Ad — - 


4 € 
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est inférieure, quand b ne s'évanouit pas, au module à, et correspond à un 
module + de z déterminé par la formule 
b 


Fe 


Donc, si l’on a & < p, ou, ce qui revient au même, 
AE 4 
(3) GP 


il suffira de poser & — t; pour obtenir un module de Z inférieur à à. Si, 


au contraire, on a & > p, ou, ce qui revient au même , 


il suffira de poser z — pe. pour obtenir un module de Z inférieur à 
2 
1 2 À a 
C p = C pb: , 
et, par conséquent, à 


a. 


CRE) 


Ainsi, en résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 
1* Théorème. Soit à 


Z=a+bi+c#+...+gzt + he" 


une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, c, ..., g, h les mo- 
dules des coefficients a, b, c, ..…., g, h [a et b étant supposés distincts de 
zéro |, et _ la racine unique de l'équation linéaire 


a+ bz2—=0; 
enfin, prenons 


C=c+.…..+gp""+hp" 
et 


b 
tæ —. 
2 
Il suffira de poser & = p,. si l'on a p <+,eté =, si l’on a p > x, pour 
abaisser le module 2 de Z au-dessous d’une limite inférieure au module a 


è à sit + I 
de a; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite sa, et, dans le 
FEQRT b° 
second cas, au-dessous de la limite a — 7 
Il pourrait arriver qu'un ou plusieurs des coefficients D, c, ... se ré- 
duisissent à zéro. Alors, à l’aide de raisonnements semblables à ceux dont 
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nous avons fait usage, on obtiendrait, à la place du théorème 1, la pro- 
position suivante : : 
2° Théoreme. Soit 


Z=a+ 084 cs... Lhe 


une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, e,.…, h les modules 

des coefficients a, b, c,.., h, et p,. l’une des racines de l'équation binôme 
a + dbz = 0; 

enfin, prenons 


LDC +. +'h 07" 
et 1 


€ 


il 
F4 
JS 
Gi] © 
re RS et 

3 


1] suffira de poser z — p,, si l’on a p <4, et z = 4, si l'on a p > &, pour 
abaisser le module R de Z au-dessous d’une limite inférieure au module à 


; ; LE 
de a, savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite mL, (*), et, dans 


Re m — Î 
le second cas, au-dessous de la limite a — ne DE 


Les deux théorèmes que nous venons d'établir fournissent, pour la ré- 
duction du module d’une fonction entière quelconque, et, par suite, pour 
la résolution des équations de tous les degrés, une méthode facilement ap- 
plicable, puisqu’en la suivant, on a seulement à résoudre des équations 
linéaires ou des équations bifiômes. Ajoutons qu'après un certain nombre 
d'opérations, cette méthode nouvelle finit toujours par coïncider avec la 
méthode linéaire ou newtonienne, quand on a réduit, comme on peut 


toujours le faire, l’équation proposée à n'avoir que des racines inégales 
entre elles. 


(*) La limite dont il s’agit se présente d’abord sous la forme Ce” ; mais l'équation 


bl=mCr""1, 
jointe à la condition p +, donne 
- bi mCp"!, 
et, comme on a d’ailleurs 
a —bp!, 
on tire des deux dernières formules, combinées entre elles par voie de multiplication, 
al => mp” ; 
par conséquent, 
; l 
Cp" L— à. 
Par 
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SUR 


Quelques définitions généralement adoptées en Arithmétique 
et en Algèbre. 


Comme je l’ai remarqué dans l’Ænalyse algébrique, quelques définitions 
généralement adoptées en arithmétique et en algèbre , spécialement la dé- 
finition d’un produit et la définition d’une puissance, ne peuvent être bien 
comprises qu'à l’aide de développements et d'explications qui font dispa- 
raître ce que ces définitions offrent, au premier abord, de vague et d’in- 
déterminé. En effet, dire que, pour obtenir un produit, il faut opérer sur 
le multiplicande, comme on opère sur l’unité pour obtenir le multiplicateur, 
c'est donner de ce produit une définition qui, pour devenir claire et pré- 
cise, exige que l’on explique quelles sont les opérations à effectuer. 

D'autre part, comme Euler l’a montré, l’arithmétique et l'algèbre s’ap- 
puient sur deux notions fondamentales, qui se présentent naturellement à 
Fesprit, dès que l'on veut comparer deux grandeurs entre elles, savoir, les 
notions de rapport arithmétique et de rapport géométrique. RU 

En effet, deux grandeurs de même espèce peuvent être comparées entre 
elles sous deux points de vue différents. 

La mesure de la seconde grandeur comparée à la première, est un nombre 
qui représente le rapport (*) géométrique de l’une à l’autre. L'inverse de ce 
nombre où de ce rapport est la mesure de la première grandeur comparée à 
la seconde. Lorsque les deux grandeurs sont égales, leur rapport direct ou 
inverse se réduit à l'unité de nombre. 

L'augmentation ou la diminution qu'il faut faire subir à la première 
grandeur pour obtenir la seconde, est une quantité positive où négative 
qui représente le rapport arithmétique de la seconde à la première. La 


(*) Lorsque le mot rapport est employé seul, il désigne généralement, comme l’on sait, 
un rapport géométrique. 


4. 


& 
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quantité opposée est la diminution ou l'augmentation qu’il faut faire subir 
à la seconde grandeur pour obtenir la première. Lorsque deux grandeurs 
sont égales, leur rapport arithmétique est une grandeur nulle, dont la mesure 
est le nombre zéro. 

Ces notions de rapport arithmétique et de rapport géométrique étant 
une fois admises, les quatre opérations fondamentales de l’arithmétique et 
de l’algèbre, savoir, l'addition, la soustraction, la multiplication, la divi- 
sion, peuvent être aisément définies en termes clairs et précis. En effet, on 
peut dire que la soustraction et la division se bornent à déterminer les rap- 
ports arithmétique et géométrique de deux grandeurs, l'addition et la multi- 
plication, à déterminer l’une des grandeurs, quand on connait l’autre avec 
le rapport arithmétique ou géométrique de l’une à l’autre. 

On peut aussi, de la notion de rapport arithmétique ou géométrique, 
passer immédiatement, comme l'on sait, à celle des proportions et des 
progressions, puis à la notion des puissances des nombres et de leurs 
degrés ou exposants. Les définitions et les théorèmes que l’on obtient alors 
étant bien connus, je me bornerai à les rappeler en peu de mots. 

Une proportion arithmétique ou géométrique n’est autre chose que le- 
galité de deux rapports arithmétiques où géométriques. 

Une progression arithmétique ou géométrique est une suite dans laquelle 


le rapport arithmétique ou géométrique de chaque terme au précédent, 


se réduit à un nombre ou à une quantité constante, que l’on nomme le 
rapport ou la raison de la progression dont il s'agit. 

De la définition même des progressions arithmétiques et géometriques, où 
déduit immédiatement les propositions suivantes : ? 

1% Théorème. Dans toute progression arithmétique dont un terme se 
a à zéro, le terme suivant est la raison même de la progression. De 
plus, le rapport arithmétique de deux termes est encore un terme de la 
progression; et, pour obtenir le rapport arithmétique d’un terme quel- 
conque à l’un des termes précédents, il suffit d'ajouter la raison à elle-même 
autant de fois qu’il y a d'unités dans le nombre des termes intermédiaires. 

2° Théorème. Dans toute progression géométrique dont un terme se ré- 
duit à l’unité, le terme suivant est la raison même de la progression. De 
plus, le rapport géométrique de deux termes est encore un terme de la 
progression; et, pour obtenir le rapport géométrique d’un terme quel-, 
conque à l’un des termes précédents, il suffit de multiplier la raison par 
elle-même autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre des termes inter- 
médiaires. 


F4 
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De ces deux théorèmes, on tire encore le suivant. 

3° Théorème. Étant données üne progression arithmétique dont un terme 
se réduit à zéro, et une progression géométrique dont un terme se réduit 
à l'unité, si l’on fait correspondre aux termes de l’une les termes de l'autre, 
de telle sorte qu'au terme zéro de la progression arithmétique, corresponde 
le terme 1 de la progression géométrique, alors le rapport arithmétique 
entre deux termes de la progression arithmétique et le rapport géomé- 
trique entre les deux termes correspondants de la progression géométrique, 
seront deux nouveaux termes qui appartiendront respectivement aux deux 
progressions indéfiniment prolongées, et qui correspondront encore l'un à 
l'autre. 

Concevons, en particulier, que, la raison de la progression arithmétique 
étant réduite à l'unité, la raison de la progression géométrique soit une 
quantité positive représentée par la lettre À. Les divers termes de la pro- 
gression arithmétique se réduiront aux quantités entieres 


(1) ui DT 12, (É, O, Ha, ds 


et les termes correspondants de la progression géométrique seront 
k I I I 
(2) LYS —— ; — ) ge RAS 7 A, RES 


Alors aussi, z étant l’un quelconque des termes de la progression arithmé- 
tique, le terme correspondant de la progression géométrique sera ce que 
l'on nomme la puissance entière de À, du degré marqué par l'exposant n, 
et ce que l’on désigne par la notation 4”. Cela posé, on aura non-seulement 
(hs AR 8° 


mais encore 


(4) A ÉRTAIE Sn, ACER. 
et. | 

/ ire I ru I = 1 

(&) F …. AT = — AT ré à Ar Pis éd is: 
\ À AA AAA 


En vertu des formules (4) et (5), si n est positif et représente en consé- 
quence un nombre entier, la 2“ puissance de 4, représentée par la nota- 
tion 4", ne sera autre chose que le produit de x facteurs égaux à 4, et l’on 


aura, de plus, 


—Ù — 
A en 
A" 


Ajoutons que, si », z représentent deux quantités entières quelconques, 
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On aura, en vertu du troisième théorème, 
fer de 

+ à m—n 

(6) = AM. 

Donc le rapport géométrique de deux puissances entières de À est encore 

une puissance entière dont l° Expos ar se réduit au l'AppOPe DS Un es 
des exposants des deux premières. 

Supposons faintenant que, 72 étant un nombre entier quelconque, on. 

choisisse le nombre a de manière à vérifier l'équation 


CORRE 
— À; 


(7) a 
alors a sera ce que l’on nomme la racine n° de À, et ee que l’on repré- 


sente par la notation Va. Posons d’ailleurs, pour abréger, 


B— —> 
ñ 


et concevons qu'aux progressions (1), (2) on substitue les suivantes : 
(8) …. — 3, — 24@, mg j 0, XL, 24, 3 &, .…. 

id: _—2 UE » ; 
(9.785 ar, RUN LAPS STSEIL As 
Les termes 


(ao). — Snamumanc : — na; : a, na. ana, 13 na, 


de la progression (8) se réduiront évidemment à ceux qui composent là 
progression (1), et les termes correspondants de la progression (9) à ceux 
qui composent la progression (2), c’est-à-dire aux puissances entières de 4. 
On a été conduit, par cette remarque, à généraliser la notion des puis- 
sances des res. en l’étendant au cas où les degrés de ces puissances 
cessent d’être des quantités entières; et à dire qu'un terme quelconque de 
la progression (9) est la puissance de A du degré marqué par le terme cor- 
respondant de la progression (8). D'ailleurs, y étant un terme quelconque 
de la progression (8), on est convenu d'indiquer encore, à l’aide de Ja 
notation 4”, la puissance de À du degré marqué par l’exposant ». Cela posé, 
comme l’exposant de à dans un terme de la progression (9) est le produit 


à : . I 
du terme correspondant de la progression (8), par le nombre entier 7 — PU 
on aura toujours 


(11) A: 20", 


Ed 
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: 1 
On trouvera, par exemple, en posant y — >: 


(13) pres 


puis, en désignant par #2 un entier quelconque, distinct de », 


m n m 
(13) cata = (va), 
el 
ne 1 I 
(14) AM S e 
4” 


. . F. 6 1 , I nm mn 
Ainsi, les puissances de À, des degrés marqués par les exposants =; —; — — 
4 ? nn n 


ne seront autre chose que la racine #*”* de À, la m°"° puissance de cette 
racine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus, a” étant le pro- 
duit de n facteurs égaux à a, il est clair que a”” représentera le produit 
de mn facteurs égaux à a, par conséquent le produit de m# facteurs égaux 


m 
à a" — À, ou bien encore le produit de 7 facteurs égaux à a" = À". Donc, 
par suite, on aura 


m \7/t ? 
(15) | (us) PAT ; 
donc, si l’on pose 
(16) B— A"? 
on aura encore 
(1 7) | 1 B" = Fu x 
en sorte que les équations (16), (17) fourniront toujours la même valeur 


pour le nombre 8. Enfin, en désignant par 4, » deux quelconques des 
termes de la progression (8), on aura, en vertu du troisième théorème, 


Ce p | ; RARE ar 2») 
‘a mt ? 
ou, ce qui reviént au même, 
RES 
EN rue 
(18) ; LS . <Y — À : 


Comme on peut, sans changer la valeur d'une fraction, multiplier ses 
| 25.. 
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deux termes par un même facteur, il en résulte qu'un nombre fraction- 
naire quelconque 1 peut être présenté sous diverses formes. Mais on 
démontre aisément qu'à ces diverses formes répond une seule valeur de 4”. 


» P . y RUE # 

En effet, soient #7, r les nombres entiers dont le rapport géométrique — 

12) 

représente le nombre fractionnaire j1 réduit à sa plus simple expression. 
; ; AE - m km 

Les fractions équivalentes au rapport = seront de la: forme 7 h pouvant 
t/2 


ètre un nombre entier quelconque. D'ailleurs, si l’on pose 


a 
né nm 
vus 47, 
on en conclura, comme ci-dessus, 
AUTRE" mi 
Am 


puis, en élevant les deux membres à la puissance entière du degré Æ. 
pére 11 am 


ou, ce qui revient au même, 


km 
p = af! 
On aura donc 
km m 
(19) | PR 


Ajoutons que de l'équation (19) on tirera 


Li L 

RM m7 

an ge 
ou, ce qui revient au même, 

km ma 
(20) D He RAS 


Or, il suit immédiatement des formules (19) et (20), qu'à un exposant 
fractionnaire 1, positif où même négatif, correspond toujours une 
seule valeur de A”. Ajoutons qu’en. vertu de la formule (18), Le rapport 
géométrique de deux puissances fractionnaires de À est encore une puis- 
sance fractionnaire dont l’exposant se réduit au rapport arithmétique des 
exposants des deux premières. 

Il suit évidemment de la formule (7), que la raison 4 de la progres- 
sion (2), et la raison a de la progression (9), sont toutes deux supérieures 
ou toutes deux inférieures à unité. Les deux progressions sont croissantes 
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dans le premier cas, décroissantes dans le second; par conséquent, les 
puissances entières et fractionnaires d’un nombre donné À croissent ou 
décroissent pour des valeurs croissantes de l’exposant, suivant que ce 
nombre est supérieur ou inférieur à l’unité. 

Concevons maintenant que, dans la formule (3), le nombre 7 devienne 
de plus en plus grand. Il est aisé de voir que la valeur de à, déterminée 
par cette formule, s'approchera indéfiniment de l'unité. 

En effet, il suit de cette formule même, 1° que les deux nombres a,.4 
seront tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs à l'unité; 2° que l’on 
aura 


A— 1 a — 1 ï Pre 
(21) DR FORTE Le rie tre 


De plus, on tirera de la formule (21), 1° en supposant 4 > r, et, par suite, 
DIS 
(22) rene 0 PACS 


par conséquent, 


et 


À + I 


(23) a <T+ È 


n 


2° en supposant 4 < 1, et, par suite, à 1, 


Le A 
h è 
(24) nn à 
par conséquent , 
1— a > Pet 
n 
et 
à EF —:A 
(25) LR RS - 


Or, il résulte évidemment de la formule (23) ou (25), que le nombre 4 
s’approchera indéfiniment de l’unité, si, en attribuant au nombre 4 une 
valeur constante, on fait croître indéfiniment le nombre entier n. 

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, où 
même irrationnel. Si ce nombre n’est pas un des termes de la progres- 
sion (9), il sera du moins compris entre deux termes consécutifs 


Ê 1 1 
à RU NES: men 
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que l’on pourra aussi présenter sous les formes 
ae, PURE $ 


et qui pourront être censés exprimer deux valeurs approchées du nombre b. 
D'ailleurs, z venant à croître indéfiniment, le rapport 


aà+1 
a? FF #y 
et, à plus forte raison, le rapport 
er 
RÉ ET” 


se rapprocheront indéfiniment de l'unité. Donc alors 4°* convergera vers 
une limite égale à b. Mais, si l’on appelle y la limite vers laquelle conver- 
gera, dans la même hypothèse, le produit À, on devra naturellement re- 


présenter, par la notation 4”, la limite vers laquelle convergera la puissance 

fractionnaire A°*. Donc, en adoptant cette derniere convention, on aura 
ONE es , 

On pourra donc alors représenter un nombre quelconque b par une ex- 

pression de la forme 4", 1 étant une quantité positive ou négative, en- 


tière ou fractionnaire, ou même irrationnelle. Ajoutons que, si la valeur 
numérique de y est irrationnelle, la progression (9) ne renfermera jamais 


le nombre b ou A", mais seulement des valeurs approchées de ce nombre. 


Dans le même cas, A sera ce qu'on nomme une puissance irrationnelle 
de À. Le degré ou l’exposant de cette puissance sera la quantité irration- 
nelle p1. 

Remarquons, enfin, que l'équation (18), qui subsiste pour des valeurs 
fractionnaires quelconques des exposants x et y, continuera nécessairement 
de subsister, si ces exposants, après s'être approchés indéfiniment de cer- 
taines limites irrationnelles, atteignent ces mêmes limites. On peut donc. 


étendre la formule 
XP: 


(a6)» salue Rs 


*€7 


au cas où les exposants a, » deviennent irrationnels, et, en conséquence, 
on peut énoncer la proposition suivante. 

4° Théorème. Le rapport géométrique entre deux puissances quelcon- 
ques d’un nombre donné 4 est encore une puissance de À dont l’exposant se 
réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premières. 
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L'équation (26) peut encore être présentée sous une autre forme, qu'il 
est bon de rappeler, et qu’on obtient en exprimant la différence 1: — » par 
une seule lettre. En effet, si l’on pose 


b—yv= x, 


et si d’ailleurs on substitue à la lettre » la lettre y, on aura H = x + 7, 
et l'équation (26) réduite à la formule 


AT+Y st a® | 
’ A 
donnera 
(27) af AT A7, 


Alors aussi, à la place du quatrième théorème, on en obtiendra un autre 

qui, au fond, sera le même, et s’énoncera comme il suit. 

5e Théorème. Le produit de deux puissances quelconques d’un nombre 
donné À est encore une puissance de 4 qui a pour exposant le produit des 
deux premières. 

. Le théorème 4 où 5 exprime la propriété la plus remarquable des puis- 
sances d’un nombre, et même cette propriété suffit pour les caractériser, en 
sorte qu’on peut énoncer la proposition suivante. 

6° Théorème. Supposons que, x étant une quantité quelconque posi- 
tive ou négative, on se serve de la notation [x] pour désigner une autre 
quantité qui varie avec x par degrés insensibles. Si l’on a, pour des valeurs 
quelconques des quantités x, y, : 


(28) [xl Dri=fe+rt 
on aura aussi 
(29) if 

Démonstration. On tirera successivement de la formule (5), en désignant 
par æ, Y, Z,..., u, v, w, des quantités quelconques À 

[xIyrIlal= tx += fr kr + 21, 
et, généralement, 
ere]... [u][o][w] ={x+ y + 3 +. ut o+wl]; 

puis, en désignant par 7 le nombre des quantités x, y, z, ..…., u, v, w, et 
‘supposant toutes ces quantités égalés entre elles, 


(30) kel" = {ne 
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D'ailleurs, on tirera de l'équation (30), 1° en posant x =1, 
(37) : (r]= GT; 


I 
2° en posant x —-; 
n 


et, par conséquent, 


(32) EU 


3° en désignant par m un nombre entier distinct de 2, et posant x — “y 


m 
ñ 1 |” 
F4 8e 
par conséquent , eu égard à la formule (35 ), 
TE é? 
33 : A ee m. 
(33) = nl 
puis, en faisant varier la fraction de maniere à ce qu'elle s'approche in- 


définiment d’un nombre donné », on tirera de la formule (33), 


(34) Pi=0T. 
On trouvera, en particulier, en posant » — o, dans la formule (34), 
(35) FAO ET, 


Enfin, en posant dans la formule (28) 


Z=Y, F=—», 


CHERE 16 


on en tirera 


par conséquent, 
(36) | — r | EE mi De mn = Fes 


et il résulte évidemment des formules (34), (36), que si l’on attribue à x 
une valeur réelle quelconque + », on aura 


[x]= fr. 
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SUR 


Quelques Théorèmes concernant les moyennes arithmétiques 
| et géométriques, les progressions, etc. 


Ce 


$ I. — Notions relatives aux moyennes arithmétiques et géométriques. 


La moyenne arithmétique entre n quantités données est la 2“ partie de 
leur somme. 


La moyenne géométrique entre n nombres donnés est la n°” racine de 
leur produit. 

D'autre part, la somme de n quantités est évidemment comprise entre les 
produits qu’on obtient quand on multiplie par n la plus petite et la plus 
grande de ces quantités. J | 

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les n°" puis- 
sances du plus petit et du plus grand de ces nombres. 

Donc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est 
toujours renfermée entre la plus petite et la plus grande de ces quantités. 

Pareillement, la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours 
renfermée entre le plus petit et le plus grand de ces nombres. 

En partant de tes principes, on établira divers théorèmes d’algèbre qui 
seront successivernent énoncés dans les paragraphes suivants. 


- 


$ IL — Sur les progressions géométriques, et sur les moyennes arithmétiques entre 
leurs termes. 


Considérons d’abord une progression géométrique dont le premier terme 
soit l'unité, et dont la raison r soit une quantité positive quelconque. Les 


divers termes, dont nous supposerons le nombre représenté par la lettre », 
seront respectivement 


2 n— 1, 
I, r, 7 pes À9 € ] 


Ex. d'An, et de Ph, math., T. LV. (43° livr,) 26 
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et, si l'on désigne par s, la somme de ces termes, on aura 


I 7" 


f 2 FPT PR 4 
(1) Sy—=1+r PPS. Jr 


DR 7 


D'ailleurs, le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit seront les 
deux termes extrêmes 


» n— 1. x pe 
AoNAdS a mer 


Donc, en vertu des principes exposés dans le & 1°, la somme S, sera com- 
prise entre les produits qu’on obtient, quand on multiplie ces deux termes 
par n, et Fon pourra énoncer la proposition suivante : 

1% T'hcorème. La somme 


1 ir? 


7, A area 
ñn PR 


des n termes de la progression géométrique 
L55 FAT SENTE 


est comprise entre les limites 


RON: DR its 


Nous avons ici supposé que le premier terme de la progression géomé- 
trique donnée était l'unité. Supposons maintenant que ce premier terme 
soit une quantité quelconque Æ#, la raison étant toujours positive et repré- 
sentée par r. Les divers termes de la progression deviendront 

1 . 2 Lun ti—A 

Mes Mk. "He : 
et leur sonrme que je représenterai par $, Sera évidemment égale à ks,. 
Elle sera donc comprise entre les limites 7#, nkr"-*, ét à la place du 1 théo- 
reme, on obtiendra la proposition suivante : 
>° Théorème. r étant un nombre quelconque, et une quantité quel- 


6 
« 


conque positive où négative, la somme ‘4 
Rep 
SR 
LE 


des n termes de la progression géométrique 

7 #, M Mu 0: 
est comprise entre les limites 
nl, M": 


/ 


Si l'on divise la somme $, des termes de la progression géométrique don- 
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née par leur nombre z, on obtiendra la moyenne arithmétique entre ces 


mêmes termes. En vertu du deuxième théorème, cette moyenne arithmé- 
tique, que je désignerai par À,, et que détermine la formule 


sera comprise entre les deux termes extrêmes 
VAE Ÿ uit 


de la progression géométrique. Si l’on suppose, en particulier, 4 = 1, on 
aura $, = $,, par conséquent, 


Sn 
BR, = 
tn É 
ou, ce qui revient au même, . 
<; IHr+r +4... rt 117" 
(2) ps - + =) 
Ve 72 2 1—7) 


et la quantité R,, c'est-à-dire la moyenne arithmétique entre les divers 
à , Lux Le 
termes de la progression géométrique 


\ , 12 ,1—1 
Loi los mie: - } 


sera comprise entre les termes extrêmes 
ANT mu 


La moyenne arithmétique À,, déterminée par la formule (2), possede 
encore une propriété remarquable dont l'énoncé fournit le théorème sui- 
vant : 

3° T'héoreme. Si le nombre entier 7 vient à croître, la moyenne arith- 
métique ; 


17" 


? 


hi 


1 
be T 
entre les divers termes de la progression géométrique 


.n—1 
0 ’ 


US à Dis ti 


‘ n 


croîtra ou décroitra suivant que la raison r sera supérieure où inférieure à 
l’unité. | | 


Démonstration. Soit | 
DH m=n+ Î 


un nombre entier supérieur à n, en sorte que / soit positif. On aura non- 


à 206. . 
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seulement 
IHTr+r EH... + pri 
R, proue? . 3 


n n 


mais encore 


IH TH PR, horrtini 
ur = Te Ur ? 


ou, ce qui revient au même, 


Ar 72 A pas PUR pi EE put 
A + 
n + n + { 


? 


par conséquent, 


Pt PTE HR PRE tr. + rt 
BR —,R;= Es > 
n + ñ n + 1 

ou, ce qui revient au même, 
Fa R,;:1—R au: 
(3 n+ nie j 
: ) l n + j 8 
la valeur de A étant 

1+r+... + TU TR He HT 


Jr, l'unité étant inférieure aux puissances positives et supérieure aux 
puissances négatives de r, quand on a r > 1, il est clair que, dans cette 
hypothèse, les deux moyennes arithmétiques dont la différence équivaut 
à À en vertu de la formule (4), seront, la première supérieure, la seconde 
inférieure à l'unité. On aura donc alors 


A'>"0, ‘ét, par suite, A7 > R:. 
Mais le contraire aura lieu, si l’on suppose r < 1, et, dans ce dernier Cas, 
les formules (4) et(3) donnent 


A<O, par conséquent, À,,; < R,. 


SU. — Sur les progressions arithmétiques, et sur les moyennes géométriques.entre leurs termes. 


Considérons maintenant une progression arithmétique dont tous les 
termes soient positifs. Si l’on nomme a le premier terme, b la raison, 7 le 
nombre des-termes, ceux-ci séront respectivement 


d, a+b,.., a+(n—a)b, a+(n—:)6; 
et, en nommant P, le produit de tous ces termes, on aura 


(1) P,=a(axb):fa+(n—0)6]{a +(n = 061] 
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D'ailleurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit seront les 
deux termes extrêmes 4 
a, a+(n—1)b. 

Donc, en vertu des principes exposés dans le $ I‘, le produit P, sera com- 
pris entre les n°” puissances de ces deux termes, et l’on pourra énoncer 
la proposition suivante : 

1 Théorème. Le produit P, des n termes de la progression arithmétique 

a, a+b,.…., a+(n—3)b, a +(n—1)0, 


supposés tous positifs, est compris entre les limites 
a, [a+(n—)b7. 


Au tele on peut obtenir deux limites plus rapprochées qui comprennent 
entre elles le produit P, en suivant la marche que je vais indiquer. 

Je remarquerai d’abord que, si l’on désigne la somme de deux nombres 
par 4, et leur différence par Z, ces deux nombres auront pour valeurs res- 


pectives les deux expressions 


et pour produit l'expression 
: ki ; 

î | 
qui décroit sans cesse pour des valeurs croissantes de /. Ce produit sera 


donc inférieur ou tout au plus égal à (5): c’est-à-dire au carré de la demi- 
somme des deux nombres, et deviendra le plus petit possible, quand la 
différence L sera la plus grande possible. 

Cela posé, concevons que l’on multiplie le produit P, par lui-même, 
après avoir renversé l’ordre des facteurs. Le carré P ; ainsi obtenu pourra 
être considéré comme le produit de 7 facteurs, dont chacun serait fourni 
par la multiplication de deux termes placés à égales distances des extrêmes 
dans la progression 


a, a+b,.., a+(n—2)b, a+(n—1)6, 
c'est-à-dire par la multiplication de deux termes de la forme 
a+ mb, a+(n—m—1)b, 


m étant un nombre entier égal ou inférieur à nr. D'ailleurs, d'apres la re- 
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marque faite tout à l'heure, le produit de deux semblables termes sera tou- 
jours inferieur au tarré de leur demi-somme LE 


ak | 
a + b, 
ES “ 2 ; 
et toujours égal ou supérieur au produit des termes extrêmes é 
a, a+(n—:1)b. : 


Donc, par suite, P? sera compris entre les limites inférieure et supérieure 
} , / n — 1] 2n : 
a'[a + {(n — 1)b}", Ft 2 ; 


et le produit P, lui-même entre les racines carrées de ces limites. On pourra 
donc énoncer encore la proposition suivante : 
2° Théorème. Le produit P, des termes de la pr ogression arithmétique 


a, a+b,.…, (a+n—o2)b, a+{n—1)b, 


supposés tous positifs, est compris entre les limites inférieure et supérieure 


n n 


[a+ (n—1)b}, (a +6). 


Corollaire 1*. Si l'on suppose a et b réduits à l’unité,. on conclura du 
deuxième théorème que le produit 


1. 329 : 


est compris entre Îles limites inférieure et supérieure 


| 2 ñn 4,\? 
| n°, { DE ) c 
» 
Corollaire 2°. Si l’on suppose 
] 


A1, et: Mes 
m 


À : 


m étant un nombre entier égal ou supérieur à nr, on conclura du deuxieme 


théorème que le produit ù 


12 2 4 NEA 
: À — =) I — |... (: PIS DE FR. SES 
m, m m 


ES PERS 
Er 
& 


On aura done 
MEME 


Ds ; k 
+2: à M 111 


a feg(-2(em)>t 


D'autre part, si l’on pose LUS ‘ 


n étant égal ou inférieur à m7, le nombre r sera inférieur à l'unité. On aura, 
par suite, en vertu du théorème 1° du SIT, 


1— 7" 
et  OMESC T1 , 
Ir “à 
ou même, si 2 est un nombre pair, 
IL 
2 
Vigne 61 Aa 
- _— où —. 
(RE D — k! 


il y a plus : si x est un nombre impair supérieur à l'unité, on aura néces- 
sairement # > 2, et le troisième théorème du $ II donnera, pour r < 1, 


1 1— 7° 1 1-7 
. D'1—7 5 NA GES à 
par conséquent , ° 
i— r" a 
17? < > 


La 


| 1 
puis, en remplaçant dans cette dernière formule 7 par r*, on trouvera 


Donc, si 2 désigne l’un quelconque des nombres entiers supérieurs à l'unité, 
A | ‘ tit è 
la formule (3), que l’on peut encore écrire comme il suit, 
l 4 


n 


(4) 4e Es rie OU S1—t(1—r) 


.  - Mis. ; ; $ 
subsistera généralement pour r < 1. Elle subsistera donc alors pour 


Sera dve ET Meures 


et Ne FÆ=ri 


« Re et SE n 


de sorte qu'on aura 


LA 
(5) : (1-7) = ou S'ae ANE 


ch 

, des formules (2 ) et (5) réunies, on édui 
bte: * 
3° Théorème. m, n étant deux nombres entiers dont le second 7 sur- 
passe l’unité, en demeurant inférieur à m +1, le produit 


à ( ‘ A KT 
< I — — tome LE ————— 
m m m , 


# + 


des 7 termes de la progression arithmétique MR 
2. LES | 
ESA done: LES , ER 
nt m 


ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite inférieure 
n(n—1) 
om. 
qu'il atteindra seulement dans le cas particulier où l’on aura 2 — 5. 

Si l’on extrait la racine n°" du produit Ps déterminé par la formule (1 1) 

9 

on obtiendra la moyenne géométrique entre les divers termes de la pr o- 
É rgrs arithmétique 


dr. HO: 0) a+(n—)b, a+ (n— 1)b. 
En nommant A} cette moyenne géométrique, on déduira. immédiatement 


du Hepime 2 da proposition suivante : 
* Théoreme. La moyenne géométrique 


- I 


À, = [a(a + b)...(a+(n—1) b)}' 


entre les termes de la progression arithmétique ns 0 
a, “a +6,:.:, a+(n—»)b, a (nr Db, 


supposés tous positifs, est comprise entre les limites inférieure et supérieure 


1 
a? 


[a + (n —1)b}?, a+ D. 5 


Si l’on suppose a et b réduits à l'unité, SIN à. da place du quatrieme 
théorème, on obtiendra la proposition suivante : c 
5°. Théorème. La moyenne géométrique 


[ERA 


entre les nombres entiers 
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est comprise entre les limites inférieure et supérieure 
1 


5 n+I 
n°, rire a 
Fe. 


$ IV. — Conséquences diverses des principes établis dans les paerüphes précédents. 


On peut, des principes établis dans les paragraphes précédents, déduire 
diverses conséquences qui méritent d’être remarquées. Ainsi, en particulier, 
si, en désignant par r un nombre quelconque, et par 2 un nombre entier, 
l'on pose | 


BR 1 1— 7" 
RÉ NE NSE 


si, d’ailleurs, on nomme "» un autre entier inférieur à 2, alors, en vertu 
du troisième théorème du $ IH, on aura, pour r < 1, 


R, << kr ? 
ou, ce qui revient au même, 
À, 
RSR H] . 
! 
et, pourr > 1, 
F2 >. | a 
ou, ce qui revient au même, 
R, 
= D 1. 
En g 


Comme on aura d’ailleurs, dans l’un ou l’autre cas, 


k, m i—r" m r"—1] 


Rr n I—7" n rm—I 


n 


on devra conclure que, si 7 surpasse m, on aura, pour r<1: 


(r) rer 


1—7" m 

et, pour r>1, 
Fr — 1] 2 
(a) : SA ant 
TT m 


1 
Si, maintenant, on remplace, dans les formules (1) et (2), r par r”, ces for- 
mules seront réduites, la première à 
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la seconde à 


(4) Fr ee 


Enfin rien n'empèchera de concevoir que, dans la formule (3) ou (4), la 
. a : . d'hS : e 

fraction —; devenue variable, s'approche indéfiniment d’un certain nombre 

» rationnel ou irrationnel, mais supérieur à l'unité, et alors, en remplaçant 


A 
ss par », on trouvera encore, pour Fer 


(5) dre A PER 


Et 7 


et, pour r >, 


(6) ; 


An LE 


?— 1] 


> ». 
: +9 I . 
Ajoutons que, si l’on remplace » par -> on tirera, 1° de la formule (5), 


I * 
pour = le FE AD 21 D 


Ÿ 


(7) Cet yet à 


V7 


2° de la formule (6), pour : Na TER 


(8) ER 


I—r 
Or il suit évidemment des formules (5) et (8), ou (6)et (7), que le rapport 


tir” 


I<T 
sera toujours compris entre les limites 
LAS — SOU, À AE 
si le nombre » est supérieur à l'unité. 
Au reste, en raisonnant toujours de la même maniere, on arriverait 
À . . s ñ : : » 
encore aux mêmes conclusions, si la fraction — et la limite » de cette frac- 
m 


tion étaient supposées non plus supérieures, mais inférieures à l'unité. 
Seulement alors, le théorème 3 du $ IT donnerait, pour r <1, 
FA D R, 3 


pour Fr D ie à 
B, < LP 


(‘ sts;) 
et, par suite, dans les diverses formules obtenues, on devrait remplacer le 
signe < par le signe >, et réciproquement. 
Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 
1% Théorème. r et y étant deux nombres quelconques, le rapport 


sera compris entre les limites 
DUC IMPETES 


Concevons maintenant que, x, y étant des nombres distincts, on pose 


Fe, 
on en conclura 
: = JT” 


et l'on aura, par suite, 


Ne ml) ufr de (r* + 1) 4, 
y y v 
Mon re io 
VY—x T— 7 


U 


Donc, eu égard au premier théorème, le rapport 


x es x? 
ns £ — X 
sera compris entre les limites 
Verte ARLES MR 


dont la seconde coïncide avec le produit »y’—1; et l’on pourra énoncer 
la proposition suivante : 
2° Théorème. x, y, v étant trois nombres quelconques, le rapport 


ÿ? Ed zx” 
KE #8 
sera toujours compris entre les limites 
DNA DE CV PTE 
Si, en désignant par Ax un accroissement attribué à la variable x, et 
par A(æx*) l'accroissement correspondant de x’, on pose 
J=xt+Ax, 
on aura 
J'= x"+ AE); 
et, par suite, 
F'— x" Es Az”) 
VER "3%" 


27.. 


( 2r2 ) 


uis, en faisant converger Ax vers la limite zéro, on conclura du deuxième 
? , 1 


A(x’) 
A 


T 


théorème que la limite du rapport aux différences est le produit » x". 


D'ailleurs cette limite est précisément ce qu'on nomme le rapport différen- 
tiel de x” à æ, ou la dérivée de x? différentié par rapport à x, et ce que 
l'on désigne par la notation | 
d(x’) 

dx 


ou D; GT 


Ainsi l'on peut, du deuxième théorème, déduire immédiatement la formule 


de" 
(9) ME p(æ)= var, 
de laquelle on tire 
(10) dim) Et TA 


Réciproquement, de la formule (10), supposée connue, on pourrait revenir 
au second théorème, en s'appuyant sur une proposition énoncée dans le 
deuxième volume de cet ouvrage. En effet, si, en attribuant à æ une valeur 
constante, on fait varier y à partir de y = x, les differences 


Sr or sn 
seront deux grandeurs coexistantes qui s'évanouiront simultanément; et 
leur rapport différentiel, représenté par la notation 


se confondra, en vertu de la formule (9), avec le produit y y’. Or ce pro- 
duit, qui se réduira simplement à vx’, quand on posera y = x, 
croitra ou décroitra sans cesse, tandis que l’on fera croitre la valeur numé- 
rique de la différence y — x. Donc les valeurs extrêmes de ce produit, 
représentées par 
DD AR à 

devront, en vertu d’un théorème énoncé à la page 190 du deuxième volume, 
comprendre entre elles le rapport 


des deux grandeurs coexistantes 
Pr RD 


SUR 


La quantité géométrique i—1,, et sur la réduction d'une quantité 
2 
géométrique quelconque à la forme x +y1.. 


Soient r, p les coordonnées polaires d’un point A renfermé dans un 
certain plan, r étant le rayon vecteur OA mesuré à partir du pôle O sur 
une droite qui forme avec l’axe polaire OX l'angle polaire p. D'après ce 
qui a été dit à la page 158, le rayon vecteur OA sera représenté en grandeur 
et en direction par la quantité géométrique r,, dont r sera le module, et p 
l'argument. 

:ela posé, l'argument p pourra être l’un quelconque des angles décrits 
par un rayon vecteur mobile qui, d’abord dirigé suivant l'axe polaire, 
tournerait autour du pôle, de manière à prendre définitivement la direc- 
tion OP. Or ces angles forment évidemment une progression arithmétique, 
dont la raison équivaut à quatre angles droits mesurés par la circonférence 
dont le rayon est l'unité, c’est-à-dire par le nombre 27. Mais, parmi ces 
mêmes angles, un seul est renfermé entre les limites — x, + 7, les autres 
se déduisant de celui-ci par l'addition ou la soustration des divers multiples 
de 27. Ajoutons que, si l'argument p est considéré comme positif quand 
le rayon vecteur mobile a tourné dans un certain sens avant de parvenir à 
la position OP, le même argument deviendra négatif, quand le rayon vec- 
teur mobile aura tourné en sens contraire. Le mouvement de rotation sera 
direct dans la première hypothèse, et rétrograde dans la seconde. 

Enfin, lorsque le signe + ou —, qui sert à indiquer l'addition. ou la 
soustraction, sera placé devant r,, l'expression 


eg :4 Ty OÙ lg 


ainsi obtenue représentera la longueur r mesurée à partir du pôle dans la 
direction qui forme avec l'axe polaire Fangle p, ou dans la direction op- 


( 254 ) 
posée, en sorte qu'on aura | page 164] 
(3) + Po Pop p PR EN 


Dans le cas particulier où le module r se réduit à l’unité, la quantité 
géométrique r,, réduite à la forme r,, représente la longueur 1 mesurée à 
partir du pôle dans la direction qui forme avec l’axe polaire l'angle p. Si 
à cette direction on substituait la direction opposée, alors, à la place de 
la quantité géométrique 1,, on obtiendrait la quantité opposée 


/ 
(2) lp+r = Ip — — Ip: 


Si la direction donnée coïncide avec celle de l'axe polaire, ou avec fa 
direction opposée, la quantité géométrique 1, sera réduite à l’une des 
quantités algébriques 


Lo = ls 1x = lez = Hi. 


Si, au contraire, la droite sur laquelle se mesure la longueur 1 devient 
perpendiculaire à l’axe polaire, alors l'expression |, se trouvera réduite à 
lune des quantités géométriques 


La première de ces quantités, c’est-à-dire la longueur 1, mesurée dans la 
direction que prend un rayon vecteur mobile doué d'un mouvement de 
rotation direct, et primitivement dirigé suivant l'axe polaire, au moment 
où il devient pour la première fois perpendiculaire à cet axe, sera doréna- 
vant désignée par la lettre i. Eu égard à cette convention, on aura 


(3) Re lens L'ApM 
Le pu à 3 
et 
on 
l°=./I z£ I 
#%} Ex 


ou, ce qui revient au même, 
Ve 
(4) 1, + Le 


Donc les quantités géométriques i et — i représenteront les racines carrées 
de — 1; et, comme on tirera de la formule (4), | 


Autre r}?, 


\ 


par conséquent 


(5) ME, 


( 215 } 


il est clair que i et — i représenteront encore les deux racines quatrièmes 
et non algébriques de l'unité. Cette conclusion ne diffère pas au fond de la 
remarque faite à la page 167. 

En résumé, i et — i sont les deux racines de l'équation binôme 


à laquelle il est impossible de satisfaire tant que l’on prend pour z une 
quantité algébrique, puisque le carré de toute quantité positive ou négative 
est nécessairement positif. Si l'équation (6) devient résoluble, dans le cas 
où l'on prend pour 2 une quantité géométrique, cela tient à ce que la défi- 
nition donnée en algèbre du produit de deux quantités se généralise quand 
ces quantités cessent d’être algébriques, et permet au produit 


23 = 2° 


de deux facteurs égaux d'acquérir une valeur négative. 

Concevons maintenant que l’on détermine la position du point À, non 
plus à l’aide des coordonnées polaires r et p, mais à l’aide de deux coor- 
données rectangulaires æ et y mesurées à partir du pôle : 1° sur l'axe 
polaire; 2° sur une perpendiculaire à cet axe. Supposons, d’ailleurs , 
que l’on compte les x positives dans la direction correspondante à une 
valeur nulle de l'angle polaire p, et les y positives dans la direction 


\ } e T 4 . 
correspondante à l'angle polaire —, Les coordonnées x, y, ou, ce qui re- 
> 9 ? 9 


vient au même, les projections algébriques du rayon vecteur r sur les axes 
des x et des y, se réduiront, pour r = 1, à ce qu'on nomme le cosinus et 
le sinus de l'angle polaire p; et, comme, pour passer de ce cas particulier au 
cas où r acquiert une valeur quelconque, il suffit de faire varier + et 7° 
dans le rapport de 1 à r, on aura généralement 


(7) X = reosp, Y=rsMmp. 


Il est facile d'exprimer la quautité géométrique r,, en fonction des coor- 
données rectangulaires x, y : et, d’abord, il est clair que, si lune de ces 
coordonnées s’évanouit, la valeur numérique de l’autre sera précisément 
la valeur du rayon r. Dans la même hypothèse, l'expression 1, se réduira 
évidemment à 1 où à — 1, si le rayon r se mesure dans le sens des æ po- 
sitives ou des x négatives; à i où à — i, si r se mesure dans le sens des y 
positives ou des y négatives. On en conclut aisément que la quantité géo- 
métrique 


(8) FRS 1 


( 2x6) 


exprimée en fonction des coordonnées x, y, sera représentée en grandeur 
et en direction par l’abscisse x, si l'on à y — 0, et par le produit yi, si 
NO ait -0. 


Si des deux coordonnées +, y aucune ne s'évanouit, alors 
æ et: ÿi 
représenteront évidemment, en grandeur et en direction, non plus la lon- 
gueur r mesurée sur une droite correspondante à l’angle polaire p; mais 
seulement les projections algébriques de cette longueur sur les axes des + 
et des y. Quant à la longueur elle-même, elle sera la diagonale du rec- 


tangle construit sur les deux projections. Elle sera donc [ page 160] la somme 
des deux quantités géométriques x, yi, en sorte qu'on aura 


(9) Th =X+Fi. 

Si le rayon r se réduit à l'unité, on aura 
(10) | D CODE D. 
Donc alors la formule (9) donnera 
(13) 1) = COSP + 1 Sinp. 


Si, au contraire, le rayon r diffère de l’unité, on tirera de la formule (9) 


jointe aux équations (7), ou bien encore de la formule (8) jointe à la 
formule (11), 


(12) r, = r (cos p +i sinp). 

Concevons maintenant que,-r, p étant les coordonnées rectangulaires, 
et æ, y les coordonnées polaires du point A, on pose, pour abréger, 
(13) 2 = 7 RCE TI, 
la quantité géométrique z sera ce que nous appellerons l'affixe de ce point. 
Si l’on désigne par À, P les coordonnées polaires, par #, F les coordon- 
nées rectangulaires, et par Z l’affixe d’un second point B, on aura encore 


(14) 1. Go € DTA. 

Si les deux points coïncident, on aura non-seulement 
(15) | Z = 2, 

ou, ce qui revient au même, 


46; X4Fi=r+ ri, 


(217) 
mais encore 
(17) PACE ANUS PES 
Réciproquement, si l'équation (15)se vérifie, les points A, B coincideront, 
et, par suite, la formule (15) ou (16) entrainera les équations (17). On peut 
donc énoncer la proposition suivante : 

1% Théorème. Lorsque deux quantités géométriques sont égales, l'équa- 
tion qui exprime leur égalité peut être remplacée par deux équations entre 
quantités algébriques, savoir : par les équations qu’on obtient, quand on 
égale entre elles, dans les quantités géométriques données, les parties pure- 
ment algébriques, puis les quantités algébriques qui représentent les coef- 
ficients de i. 

Observons encore que l'équation (15), présentée sous la forme 
(18) R,=7r P? 
donnera [voir la page 158] 

(19) Re (20) P=p+akr, 
# étant une quantité quelconque, et, par suite, 
(27) cos P = cosp, ‘si? —simp. 


Comme on aura d’ailleurs 


(22) 1, = Cos P + i sin P, 
il ést clair que des formules {r1) et (22), jointes aux équations (21), on 
tirera 
\ a tn 
(23) nr 


On arriverait encore à la même conclusion, en divisant par À —7r les 
deux membres de l'équation (18) présentée sous la forme 


En HOUSE 


En résumé, la position d’un point dans un plan peut être complétement 
déterminée, non-seulement par le système de deux coordonnées rectangu- 
laires, mais aussi par l’affixe de ce même point; en sorte que l'égalité de 
deux affixes entraine la coïncidence des points correspondants avec l’éga- 
lité de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs distances au pôle. 

Nous appellerons points conjugués deux points placés symétriquement 
par rapport à l’axe polaire, ou, ce qui revient at même, deux points situés 
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(218) 


à égales distances de cet axe sur une droite perpendiculaire à l’axe. Nous 
appellerons encore quantités géométriques conjuguées celles qui représen- 
teront les affixes de deux points conjugués. Cela posé, deux quantités géo- 
métriques conjuguées offriront évidemment, avec des modules égaux, des 
arguments égaux au signe près, mais affectés de signes contraires, et si - 
l’une est de la forme 


(24) r,=X+yi= r(cosp+isinp), 
l’autre sera de la forme 

(25) rp=X—yi=r(cosp—isinp). 
Comme on aura d’ailleurs 


(26) Res, 


on pourra énoncer la proposition suivante : 

2° Théorème. Le produit de deux quantités géométriques conjuguées est 
le carré du module de chacune d'elles. 

Remarquons encore que des formules (24), (25), (26), on tire 


(27) (x Hi (erE) 
puis, en ayant égard à la formule (4), 
(28) rad +". 


L'équation (5) exprime simplement que le carré du rayon vecteur r est 
la somme des carrés de ses deux projections, et reproduit ainsi le théorème 
de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, Le carré de l’hypo- 
ténuse équisaut à la somme cles carrés des autres côtés. Ajoutons que l’on 
tire de la formule (27) 

I Reis s<yi. 

THyi _ 7 a+ yt? 


(29) 


et que l'équation (29) réduit immédiatement à la forme X + Fi le rapport 
de l'unité à la quantité géométrique x + yi, ou, ce qui revient au même, 
la quantité géométrique inverse de æ + yi. 

Si le module r des deux quantités géométriques r,, r_, se réduisait à 
‘ l'unité, elles deviendraient respectivement 


1h —= COSP +1sSMmp, 1-7 — COSP — 1 SIND. 


Les principes exposés dans le Mémoire sur les quantités géométriques 


É (219 ) 

permettent d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites à la forme ?,, 
les diverses opérations de l'algèbre ; spécialement l'addition, la soustrac- 
tion, la multiplication, la division, et l'élévation à des puissances entieres. 
Pour effectuer les mêmes opérations sur les quantités géométriques réduites 
à la forme x + yi, il suffira évidemment d'appliquer les règles auxquelles 
on aurait recours, si les quantités données étaient algébriques, en ayant 
égard aux formules (4) et (29), et en se rappelant que, diviser par une 
quantité géométrique, c’est multiplier par la quantité inverse. | Voir la 
page 164. | On trouvera, par exemple, 


(30), (x+ri)+(æ +7 i)+... =x+x +... + y +r'+ nie 
(31) x'+y'i—(x+yi)=x —-2x+(y'—7)i; 
(32) (x+yi)(x'+ry'i)=xx —yy +(xr + x'r)i; 
(33) ln 22 ji (x — yi) (a+ x'i) Lu ep re fa mar), 
ai 22 x.y? z'+y? 


puis, en désignant par # un nombre entier quelconque, et appliquant au 
développement de (x + yi}" la formule de Newton, on trouvera encore 


(34) (e+yi=ar mages. 
+ Martr LE Lee x" yo +...) i. 


Eu égard à l'équation (34), on pourra aisément réduire à la forme +7: 
une fonction entière Z de la quantité géométrique z = x + yi, c'est-à- 
dire une expression de la forme 


(35) Z=a+bz+ ci +... + gr + hz", 


les coefficients a, b, c,..., g, h étant des quantités quelconques algé- 
briques ou géométriques. Ajoutons que l’on pourra réduire encore à la 
forme X+ Fi une fonction rationnelle de z, c'est-à-dire le rapport de 
deux fonctions entières de z, en ayant égard non-seulement à la for- 
mule (34), mais aussi à l'équation (33). 


28. 


( 200 ) 


Sur les avantages que présente l'emploi des quantités géométriques 
dans la trigonométrie rectiligne. 


Comme on l’a vu dans l’article précédent, les deux quantités géomé- 
triques 


I I 


pr Hp 

sont liées au sinus et au cosinus de l'angle p par les formules 

(x) 1, — COSp +isinp, I, = COSp — isinp, 

dont la seconde est ce que devient la premiére quand on change p en — p. 
D'ailleurs, de ces deux formules on tire immédiatement les suivantes : 


sue À 
2 


ARE om 


(2) COS p = 2. 


sin p ee 
qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l’angle p, à l’aide des seules 
quantités géométriques 1,, 1_,; et l’on peut ajouter que les équations (1), 
(2) fournissent le moyen le plus court d'établir un grand nombre de 
formules de trigonométrie rectiligne. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. L 

D'abord, il est clair que les propriétés des expressions de la forme 1, 
feront connaître, eu égard aux formules (1), des propriétés correspon- 
dantes des sinus et cosinus. Ainsi, par exemple, l'équation 


(3) 


) 1p1-p 


S. 
pourra s’écrire comme il suit, 
(cos p + isin p)(cos p —isinp) = 1, 
et se réduira définitivement à la formule 
2 1n2 En 
(4) cos? p + sin p = 1, 


qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d’un angle 


( ‘at ) 


quelconque p. Pareillement, l'équation 
(5) up = Tir 
donnera 
cos (p + p') + isin (p + p') — (cos p + i sin p) (cos p' + i sin p'), 
ou, ce qui revient au même, 


cos (p + p')+ isin(p + p') = Cosp cos p' — sin psin p' 
+ i (sin p cos p' + sin p'cosp), 


et pourra étre remplacée | page 217] par le système des deux formules 


6 cos (p + p') = cos p cos p' — sin p sin p’, 
(6) sin (p + p') = sin p cos p' + sin p’ cosp, 

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de la somme de deux arcs 
en fonction des cosinus et des sinus de ces mêmes arcs. Si l’on veut obtenir 
les cosinus et sinus, non plus de la somme, mais de la différence des arcs 
donnés, il suffira de remplacer p' par — p' dans les formules (6), des- 
quelles on tirera 


CA AT / 11 : / 
7 COLE Pi) = 008 D GPA P HARPSsnp,, 
sin (p — p')=sinp cos p' — sin p' cosp. 
Enfin , n étant un nombre entier quelconque, l'équation 
(8) 0 — tra 


sera l'expression la plus simple du théorème de Moivre, puisque, en vertu 
de cette équation, l’on aura 


(a) cos np + i sin 2p = (cos p + i sin p}". 

Si, après avoir développé le second membre de la formule (9) suivant 
les puissances ascendantes de i, on égale entre elles, dans les deux membres, 
les quantités purement algébriques, puis les quantités qui représenteront les 
coefficients de i, on retrouvera les formules connues 


n(r—1) 


«Ne 2 “as 2 
COS" *p sin p +... 


COS np = COS" p — 
(10) 


n(n — (na), 


: ñ ss 
sin 2p = - cos"! psinp — 
P I P P ILE 


ST PANP + 


\ 


( 222 }) 


ue l’on peut encore écrire comme il suit : 
q P 


\ COS np = COS" p |: — HD gangs p + 24, 


26 | ë “5 vo nl Évaû n(r—1)(r —2),, ; 
| SIN 7p — “Éd 7 ang P so - tang À COR à 
D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (11) 
n n(n—1)(r —2) | 
— AD D tang” p + ... 
; AE # 4 ri 248 
ie aie n(r—1) è 
ne tang’ p +... 


Les formules (10) développent le cosinus et le sinus de l’arc np en fonc- 
tions entières du sinus et du cosinus de l'arc p. Si l’on veut, au contraire, 
développer les n*”* puissances de cos p et de sin p en séries de termes pro- 
portionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de p, il suffira de recourir 
aux formules (2), desquelles on tirera 


Ip lzp\" : 1 rip) 
[) cos" p = | 1? Sin” p = |). 
( ) P ( 2 “ ? : 2 1 
En développant les seconds membres des équations (13), et ayant égard à 
la formule (5), on trouvera 
ñ 7 
De Léa-np tie + Ela-sp + 7 


n ra » 
ON D — “ 


(1 4) { 
7 ñr 
pi ot VE | ac + bp. T4 12 + Ep Jr 


2" 1” 


I np 


su D = 
De ces dernières équations, on peut immédiatement revenir aux formules 
connues. On en tire, en effet, eu égard aux formules (1), pour des valeurs 
paires de n, 


/ LICE (241) 


cos np += cos (2 — 2) p ++ 


COS” p — a Ù 


ñn; 
2 


cos 72p — = cos(r—2)p ++ (—1) 


inf ES die 
sin P — 


( 223 } 


et, pour des valeurs impaires de 7, 


n 2 
cos np += cos(n —2)p +... + — cos p 


on— L 


sin p 


ue Fa 
sin P — PE 


ÉTIRE l 


Lorsque, dans l'équation (5), on prend 


on en tire 


2 
par conséquent, 
1p cos À + i sinZ 
te 2 L 2 2 
(17) Ne UNE ee 
J P 


ES cos 2-2 j sn 2 
2 2 2 


Si, d’ailleurs, on pose 


sin ? 
É — tang LP Ù 
2 P 
COS — 
2 
on aura 
sin? — # cos? , 
2 2 
et, par suite, la formule (17) donnera 
1+ti 
18 À RE = = = 
( ) * F 1— ti 


En vertu de cétte dernière formule, toute fonction entière, ou même ra- 
tionnelle dé :,, pourra être transformée en une fonction rationnelle de 


ft tang L. 


Il y a plus : comme, en vertu de l'équation (3), jointe à la formule (18), on 


( 224 ) 
aura 
Et — fi 
1+ti 


(19) ré 


ilest clair que toute fonction rationnelle de 1, et de 1_, pourra encore 
être transformée en une fonction rationnelle de £. On trouvera, par 
exemple, en ayant égard aux équations (2), 


(20) cos p= HE Sin d— Besse 

1+- 6° 1+t 

Étant données deux directions déterminées par deux angles polaires p, p', 

on peut demander la valeur de la quantité positive IT propre à représenter 

l'angle aigu ou obtus, mais inférieur à deux droits, qui se trouve compris 

entre ces mêmes directions. Or il est clair que cette quantité se réduira 
toujours à l'un des quatre angles compris dans les deux formules 

/ 


! 
2kr = (p—p), 
k où — k étant uu nombre entier. Donc, par suite, on aura 


ppt lp—pl : 
2 


(21) cos Il — cos{p — p\ = 


ou, ce qui revient au même, 


I p' rc 1h lp 


(22) Co . 


Telle est l'équation qui sert à exprimer la valeur de cos II à l’aide des quan- 
tités géométriques 1,, 1, et de leurs conjuguées Ip 1 

Dans ce qui précède, nous nous sommes bornés à sé ne des quan- 
tités géométriques dont les modules étaient réduits à l’unité. La considéra- 
tion de celles qui offrent des modules distincts de l’unité fournit aussi 
des démonstrations très-simples de diverses formules de trigonométrie rec- 
tiligne, comme nous allons le faire voir. 

Soient d’abord r, r’ deux rayons vecteurs mesurés à partir du pôle dans 
les directions que déterminent les angles polaires p, p'; et nommons A, B 
les extrémités de ces rayons vecteurs. Si. l’on multiplie le rayon vecteur r 
par le cosinus de la quantité positive IT propre à représenter l'angle aigu 
ou obtus compris entre les deux rayons, le produit ainsi obtenu r cosIl 
représentera la projection algébrique du rayon vecteur r sur le rayon vec- 
teur r’. Pareillement, r’ cos IT représentera la projection algébrique du rayon 
vecteur r. Cela posé, le produit de l’un des rayons par la projection algé- 
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brique de l’autre sera 
rr’ cos II. 


Or, en multipliant par rr' les deux membres de la formule (22), on trouvera 


’ 4 
FF Er Tr 

P, TP P —P', 
9 


(23) rr' cos II — : 


et les quatre quantités géométriques 


! . .! 
ET es À ; 


seront évidemment les affixes des deux points À, B et de ceux qui leur sont 
conjugés. En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 


Théorème. Deux rayons vecteurs étant mesurés à partir du pôle dans 
deux directions données, le produit du premier rayon par la projection 
algébrique du second rayon sur le premier, et le produit du second rayon 
par la projection algébrique du premier sur le second, seront égaux à la 
demi-somme des deux produits dont chacun a pour facteurs les affixes de 
l'extrémité de l’un des rayons et du point conjugué à l'extrémité de 
l’autre. 


Corollaire. Souvent on désigne à l’aide de la notation F,n) l'angle 
aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, r' mesurés dans 
deux directions données. Si l’on adopte cette notation, la formule (23) 
deviendra 


r—- Firidbrer., 
(24) rr' cos (r, r)= 2 mt 
et l’on en tirera 
TS 
(25) gt Le Dogs. RTL COR (PA). 


le 


Soit, maintenant, À, la somme des deux quantités géométriques 7,, 1”, 
D'aprés ce qui a été dit à la page 160, la quantité géométrique 2, représen- 
tera, en grandeur et en direction, la diagonale OC du parallélogramme qui 
aura pour côtés les rayons vecteurs OA, OB, et pour sommets, d’une part 
le point O, d’autre part, les trois points A, B, C dont les affixes sont res- 


pectivement 


. ff 
Ts Ts 
D'ailleurs, si à ces trois derniers points on “ubstitue leurs conjugués, 
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c'est-à-dire les trois points dont les affixes sont 


* al 
Pps TV pr "A 


on obtiendra un second parallélogramme égal au premier, ces deux paral- 
lélogrammes étant deux figures symétriques par rapport à l'axe polaire. 
Donc R_, sera encore la somme des deux quantités géométriques r_,, r'_, ; 


et l'équation 

f \ + ! 
(26) R,=r+r, 
entrainera la suivante, 

[ 

(27) 27 ape pu pn le 


Or, des formules (26) et (27), combinées entre elles par voie de multipli- 
cation, on tire, eu égard à l'équation (25), la formule connue 


tbe 
(28) = rt rs arr cos (r, r'y. 


Soient, maintenant, 


] 4 


A 
Th) Tr V5 das 


des quantités géométriques en nombre quelconque, et 
ARR. 

les points dont elles représentent les affixes. Pour obtenir la somme À, de 
ces quantités géométriques, il suffira, d’après ce qui a été dit [ page 160 |, 
de mener par l'extrémité À du rayon vecteur OA, une droite AB égale et 
parallèle au rayon vecteur OA’, puis par le point B une droite BG égale et 
parallele au rayon vecteur OA”, etc.,.…, puis enfin de joindre le pôle O à 
l'extrémité K de la dernière des droites successivement tracées, et de fermer 
ainsi le polygone OABC... HK par un dernier côté OK qui représentera, en 
grandeur eten direction, la somme cherchée. D'ailleurs, si aux sommets A, B, 
C,..., H, K on substitue les points conjugués à ces mêmes sommets, alors, à 
la place du polygone OABC...HK, on obtiendra celui auquel on peut le 
superposer en faisant subir au plan qui lé renferme une demi-révolution 
autour de l’axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, le 
dernier côté, représenté en grandeur et en direction par À_,, sera la 
somme, non plus des quantités géométriques données 


» U (/4 
TEE APE PTE TE 


mais de leurs conjuguées 


CR Dhs nice 
Donc l'équation 
(29) RER EE Te +. 
entrainera la suivante 
(30) RU he 2 pee 


Or, des équations (29) et (30), combinées entre elles par voie de multipli- 
cation, on déduira immédiatement, eu égard à l'équation (25), la formule 
connue | 


RUE D 
(31) R=r+r+r"èt... Lorr cos(r, r')+ arr” cos(r, r”) +... 


P 

+ar'r'cos(r, r") +... 

_ etc. 
Parmi les formules auxquelles on parvient quand on considère des quan- 
tités géométriques dont le module diffère de l’unité, on doit remarquer encore 
l'équation qui fournit la somme des 7 premiers termes d’une progression 
géométrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme 
réduit à l'unité, et si l’on représente la raison par r,, l'équation dont il 

s’agit sera 


Er 
(32) Re 
FRATR 


Cette équation subsistant, quelles que soient les valeurs du module 7 et 
de l'argument p, on peut y remplacer p par — p. On trouvera ainsi 


(33) sereine dl ak 
D'autre part, on a 
{G—7r,)({-r>)=1t-aàrcosp+r". 


Par conséquent on peut, dans les formules (32) et (33), remplacer les 
rapports 


I I 
! co 
nat I— T_p 
par les rapports 
I — Th 1 — Th 
Lu 
1—2rco08sp + r° I1— 27 COS pp + 7° 


29... 
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Cela posé, les formules (32) et (33) donneront 


” nt M Hrirnr 
(34) ob CR D mn S E La 
34) P P P I— 27 C0Sp +1 ; 


Ir rhin 
‘0 1 <Qi ; 2 n—1 r —pP —p 
(35 1H ++ +ri= 
RS : ns ? 1— 2rC0Sp + r°? 


Chacune de ces dernières équations se partage en deux autres, lorsqu'on 
égale entre elles, dans les deux membres, les parties purement algébriques 
et celles qui constituent les coefficients de i. Alors, en ayant égard aux 
formules 


x 4 Reis n 1 ci 
(36) re Im = r"(cos np +isinnp), 
Ty = Im "= r"(cos np — isin np), 


on trouve 


1+rcosp + r°cosap +...+r""! cos(n —1)p 


(37) js 127008 p ro np re i'cos(#r)p 
1 — 27 COS p + r? 
et 
rsnp+r*sn2p+...<+r"-"tsin(n—1)p 
(58) _ rsinp—r"sinnp +r"#tsin(r—1)p 


LI 27 CO8p + r° 


Lorsqu'on su ppose 


ro, 


le module r” de r} décroit pour des valeurs croissantes de 7, et devient in- 
finiment petit, tandis que le nombre 7 devient infiniment grand. Donc, 
alors, en vertu de la formule (32), la somme des 7 premiers termes de la 
progression géométrique 


{ 2 3 
(39) Los ie Ciyocsrt 
s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de », de la limite 


I 


(4o) — 


LTD 


C'est ce qu'on exprime en disant que la progression géométrique se réduit, 
pour r < 1, à une série convergente qui a pour somme la limite s. Alors 
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aussi, les formules (32), (33) donnent 


_(4r) (br, ri D 
(42) Ve ot TE Pare 

. et les formules (37), (38) donnent 
(43) I+ COS p + r?COS2p +... — tp 0 TE 
(44) r sin p + r? sin 2p + 


Il est bon d'observer qu'en vertu de l'équation (41), jointe à la premiere 
des formules (36), 1, sera le coefficient de r” dans le développement du 


I | +. 5) Là . . 
rapport . en une serie ordonnée suivant les puissances ascendantes et 


.\ . . L 
entières du module r. Donc, par suite, r,, sera le coefficient de -; dans le 


développement du rapport 


I 
(1— rp)rr? 


et, en adoptant les notations du calcul des résidus, on tirera de la for- 


mule (41) 
(45) ID o : 


G—7,)(r)? 


ou, ce qui revient au même, 


= #2 
(46) Tnp — £. ai — 2 r cos p 75 (re) 


Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on égale entre elles les 
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients dei, 
on trouvera 


? MU à 1— r COsp 
(47) SUP T— Je 2rcosp +r°)(r"+1) 
et : 

à pe r sin p : 
(48) us MS Cr ETSose ET) 


On pourrait d’ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48) des 
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équations (43), (44). Ajoutons que les équations (47) et (48) pourront 
encore être présentées sous les formes 


(49) cos np= Li (1+ nes ) é 


2 1—2rcosp +r) (rt)? 


: : r I 
(50) Sin 2p = sinp . : 
1— 2rc0Sp+r? (r"#1) 

Nous avons rappelé plus haut les deux équations qui se déduisent immé- 
diatement du théorème de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus 
de l'arc 2p en fonctions entières du cosinus de l'arc p. Si, au théorème de 
Moivre, on substitue l'équation (46), ou, ce qui revient au même, les équa- 
tions (49) et (50), on pourra en déduire immédiatement celles qui trans- 


LE sin 7 , sa x : 
forment cos np et —= = en fonctions entières de cos p. Effectivement, 
comme on à 
RS I Con (arc). 

J1 = RE PEL EEE 
(51) AT CSP ENT no LEP) 


on conclura des formules (49) et{5o) que le coefficient de cos” p se réduit, 
dans le développement de cos np, à 


(52) no Sert ss 


1+ r) m+A1 rs 7 


; sin?p 
et, dans le développement du rapport * Fu 
(53) 2" _ 

ES SD Cet 


D'ailleurs l'expression (52) se réduit, pour m= n,ou, ce qui revient au 
même, pour une valeur nulle de 7 — m, à 2*7', pour une valeur impaire 
de n — m à zéro, et pour une valeur paire, mais positive, de nr — m, à 
n + m—2 
BA ga(m + 1)... ie SP 
2 m— 1 
— 9, x 
(54) Cnel S Te se 


Au contraire, l'expression (53) se réduit, pour #7 = m + 1, ou, ce qui re- 
A à n—1 

vient au même, pour une valeur nulle de nñn—m—1 a 2" 7", pour une 

valeur paire de 7 — m à zéro, et pour une valeur impaire de n—m plus 


( 29 ) 
grande que l'unité, à 


_— (m+i)(m+2)... ET 
(55) (— 1) 2". 


Rom IN +1: 
2 


Cela posé, les équations (49)et (50) reproduiront immédiatement les for- 
mules connues 


ñn nr —3 me 
COS" p — ZM P su à HU UE “er 2 
(56) COŒMBET. ’ 
‘ nn—bDnr—#4 . 
me 4e. de 
4 12 
cost p — 77 cos" 
P ñ P 


(97) "ST ap = 2-1 sin p 


Si, dans l'équation (56), on pose 7 — 3, on retrouvera la formule 
(58) cos 3 p — 4 cos'p — 3 cos p, 


qui fournit le moyen de ramener la résolution d’une équation du troi- 
siéème degré, quand les trois racines sont réelles, au problème de la tri- 
section d’un angle donné { voir l’ Analyse algébrique]. 


Sur les fonctions entières d’un degré infini, et en particulier 
sur les exponentielles. 


6 I. — Considérations générales. 


On sait que les puissances à exposants variables, autrement appelées 
exponentielles, peuvent être considérées comme des fonctions entières 
composées d’un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour définir 
l’exponentielle e*, e étant la base des logarithmes népériens, et z une quan- 
tité algébrique variable, il suffirait de dire que e° est la somme de la série 
toujours convergente 

3 2? 2 


I dr , 
2: y 12 1.2.3 


ou bien encore, la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, la fonction entière 


LA Z m 
(: + =) : 
% m 
I y a plus : lorsqu'on adopte une telle définition, il est naturel de l’étendre 
au cas même où la variable z cesse d’être algébrique; et l’on se trouve 
ainsi conduit, par la considération des fonctions entières de degré infini, à 
la notion des exponentielles à exposants quelconques. Il convient de 
donner quelques développements à cette proposition, et de montrer com- 


ment elle se lie aux principes établis dans les articles précédents. C’est ce 
que je vais essayer de faire en peu de mots. 


SIT. — Sur les fonctions entières d’un degré infini. 


Soit z— 7, une quantité géométrique variable dont r désigne le module 
et p l'argument. Une fonction entière de z ne sera autre chose [page 167] 
qu’une somme de termes proportionnels à des puissances entieres et posi- 
tives de z, le degré de la puissance la plus élevée étant ce qu'on nomme 


PU UPS PU PP M NU MI Ai M dl on 0 LA 
3 é “+ 
. 4 %, ef 
Ca) oi 
le degré de la pur: Par , la forme générale d’une fonction de z, 
” t du degré n, sera” re 
* Re dE 
Pa Here. &, hi désignant des coefficié tants dont chacun pourra 
; être une quantité géométrique. : 13 44 LA fi : FACE 
Concevons maintenant que les diverstter ies-dontse compose la fonction 
entière appartiëhnent à la série 2" "4 
. ge PE "4 2 
| F7) RAS 
(1) os 2; jai ñ ex] Me rt 


indéfiniment prolongée. Si l'on désigne st s, la somme des 7 premiers 
termes de cette série, on aura 


(2). Sax = do + diè+ GS +... a, 2"; Fo 


7 ME A seront deux fonctions entières de 3, la première du degré n — 1, 
la seconde du degré n. Si, d’ailleurs, n vient à croître indéfiniment, R, SRE 
somme s, pourra converger Où ne pas converger vers une limite fixe. M: 

le premier cas, la série sera dite convergente, et la somme de la série, ++ & T5 #00 
c 'est-à-dire la limite s de s,, déterminée par la formule 3 


(3) js a. CNT TE 


sera ce qu’ on peut appéler une Jonction ‘entière d'u degré au Dans. le 
second Cas, la série sera divergente 5 et n° aura pas de somme. 


D'autre part, si l’on nomme a, le module de a,, et a la limite ou la AE 
grande des limites vers lesquelles convérges pour des valeurs croissantes 


de nr xpression ie + 
: h. : É 
> SE | HS Le 
ù D Va n? 
a sera le module de la s gr n 
: Fu Y 
CHARTS VN Moss “dus DO 7: | 


dont le terme pra: est 4, ; ar sera le module de la série (1) dont | 
générabest a, z" [tome I, : pages _ et suivantes |;:et la série ie (1 ) sera + 


\ ) ss ? 2: . A . 2 +t$ æ D = 31 
à l'unité, ou, ce qui revient au même, suivant que le module r de z sera 
» à Le s… # 
és 


te , NET SDS j ere DPRS 
inférieur ou supérieur à x En conséquence, la série (GER di- 


| + à 
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; 4 Aïe | < à \ 
20 F4 
C’est ce qui arrivera, pa le, si an et, par suite, a, se réduisent au 
. produit A ES 11 mé ) 
Le 2 ÿ ti A ÿ 8. .. n , : “] 1 k.. +‘ 
F x € » _ re dr 
puisqu'alors on aura la page 206] 
Wei. 27 ) 
Ll Li 
(a fran} Ur , 
et, par conséquent, SA 
. 1% : . 


Le of js a Au contraire, la série (1) sera toujours convergente si l'expression (a, }"', 
à sf décroissant indéfiniment pour des valeurs croissantes den, a pour limite 


2 zéro, set alors - deviendra “ S se, AR 
cs . WE 
F «4 3 . ins dd 0 - ; 
DAT à 0 
TS de | C'est ce qui arrivera, 5" FES si am et, par suite, a, se réduisent au 
dur Me Le e di FER 
PE 
Ë 
° . 
à 
dont le terme général est 
Van sacre e #4 
, 3 hé + LS ER ” : 
+ 7% s 


ad - 
ue LT Vs è 


#s 4 
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ne cesse jamais d’être convergente; et. à uñe valeur finie quelconque, algé- 
brique ou géométrique, de la variable z correspond toujours une fonction 
entière s, d’un degré infini, propre à représenter la somme de cette série, 
et déterminée ‘par la formule 44 


z 2° 
Si le module a de la série (4) offrait non plus une valeur nulle ou 


infinie, mais une valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (1), 
ou, ce qui revient au même, la fonction entière de z, représentée par le 


second membre de l'équation (3), subsisterait pour F5 . et disparaîtrait 
pour r # 4 Ainsi, par exemple, en sommant la progression géométrique 
(7) 1, 2 2... 

dont ie général est z”, on obtiendra la fonction entière 


(8) pa" +342 +. 


| qui subsister, et sera équivalente au rapport - ;” tant que le idtule É 


de. z sera ‘inférieur à l'unité. Mais la de Die à I+3Z+ 2 +. 


cessera d’ ‘exister si la progression (7) est divergente, ou, ce qui revient au 
même, si le modules r de z est supérieur à l'unité. : 
ne 


Me # “pes . * 
mit ES QE 1 < + a > À. 
K A res ‘ 


$ III. — Sur la limite vers NE Ad con mn Tge HE x valeurs croissantes de ms à he. 


Soient z une quantité géométrique SE et » un nombre entier quel- 
conque. On a? en vertu de la formule de Newton, 


L 


(1) ae rm © Fe Pa + 


En 1) 


b 2"? + ma" + 37 


et, par suite » 


1 z.\" 1) 3! & 1 2 = > 
a) (a+ =} =i+z3 =) — ——)(r——+<)}- — 
( ) { 2) LE + m a à =) (: 2) Es ++ E 
Dansæle Second ea de la formule (a ), le terme général, ou propor- 
tionnel à z”, se réduit, pour #7 > m, à zéro, et pour 7 — où < m, à 


Æ I 2 £ n— 1 
(3) (=) 2). ) , 
à m m m EE 


30... 
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c'est-à-dire au produit de la quantité si à 


o CT) 


par le terme général 


zgn 
f . F2." 
de la série 
2 s 
5 GET Pet CA rie LE au 
(5) & - NS a ri2:8 


FR 


) 5 . 
D'ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 207, la quantité (4); tou- 
jours inférieure à l'unité, ne peut s’abaisser, quand m surpässe ag à au-des- 


sous de la différence 
n(n—1) 


BR SAT SE 


Donc, si l’on fait croitre »# indéfiniment, en laissant » invariable, l’ex- 
ression (3), c'est-à-dire le terme général du développement dela puissance 
P » CE PP à 'PUSsanC 


ZA 
Lou 2 de 1 


convergera vers une limite équivalente au terme général. de la. ane 6) fl 
est naturel d’én conclure que cette puissance elle-même sera ‘équivalente à à 
la somme de la série (5), et que, si, pour abréger, on désigne cêtte somme 
à S aide de la notation [z]; en His 


@- = at 


à 


.Z° 


PEL 
TEE eu AT MR 


“on aura, en faisant converger ‘nombre entier m vers la limite œ R 
É ; ps de ; | # 
(8) lin ( " 2) {zu * 
Il importe d’ailleurs d'établir cette conclusion d’une manière rigoureuse. 
On y parvient aisément comme il suit : 
Le coefficient numérique du rapport 


gg" 
Lan k 


” 


dans le second membre de la formule (2), étant toujours compris entre 


les limites | & 
n(n—1) 
1, — 
2m 


$ 


(297 ) 
! pour n= où <m, et toujours nul pour n> 1m, il'est clair que, si l’on. 


représente le coefficient dont il s’agit par 1 = 0, æ, sera un nombre qui 
vérifiera, pour n — ou < 71, la condition A A 


A7 —1I 
(9). | TEE ee 2 
LA ‘3 
à. » 
et, pour #7 >m, la condition +4 


de laquelle on tirera, en supposant 7» >7+r, et, par suite, n > 2, 


RAI 


(xo) MA: pe or 3h 
Cela posé, la formule (2) deviendra ék, 
ENT { 2? 23 à 
14) —=i1+2+ (1m) — + (1 — 0) —— +... 
de) ET 2 shra til M) + bu à 
Lo L 2 + 2? il c 2° 0 $ do à F 
ds 3 4tI20 Ain ATa TR ET 
ou , ce qui revient au même, eu égard à l'équation (9), 
. 1 ten = pu 1 é à 
(1) +) =pies, © ON à 
la valeur de d étant ; 
2? z3 . RUE 4 z' 
= Ap=— + A 
ten Ma t%i 33e ee LOT DE I 


D'ailleurs le coefficient x, ne pouvant, en vertu des formules (9) et (10), 


surpasser le rapport Het il est clair que, si l’on nomme r le module 


de z, le module du produit 


a 
«AS TE 


sera, pour à une valeur quelconque de n, toujours égal ou inférieur : à la 
quantité 
n(r—1) r" r? set 


2m PR Dm r,2...(n—2) 


Donc on tirera de la formule (12) 


ou, ce qui revient 4u même, es 
RÉ QUE 


(3) ss © mod?<Z +4 


Or, il suit évidemment ‘de: la formule (13) que si, en attribuant à la va- 
riable z et par conséquent à son module r une valeur finie quelconque, 
on fait croître indéfiniment le nombre entier "#, le module de à convergera 


vers Ja limite zéro. Donc, dans la même hypothèse, la valeur de (14 + #) 


déterminée par la formule (1 1) convergera vers la limite [z], et l’on se trou- 
vera ainsi ramené à l'équation (8). 
Si à la variable z, supposée indépendante du nombre m, on substitue 
une variable 
ne 
. La % 
qui dépende de ce nombre, et qui; pour des valeurs croissantes de m, 


. convérge, avec son module p, vers la limite-zéro, alors, à la place de la 
formule (1 Le on obtiendra la suivante 


- 4 1 


(14) Ke | (+5 =) —= [#8] —:, 
: étant une quantité géométrique Pen le module vérifiera la condition 
(15) mod € Le s e]. 


D'ailleurs, tandis que p s’approchera indéfiniment de zéro, la quantité 


safe ns P, Lin 
Le] =1+ + Pere me 


toujours inférieure à 


LHPHPE bo 
s ‘approchera indéfiniment de l'unité, et le produit p?[p] de zéro. Donc, 
si 6 dépend : de m, et si, en faisant croître indéfiniment le nombre #», 
on voit le module p de & converger vers la limite zéro, « et son module 
convérgeront vers la même limite en. vertu de la formule (15); et, comme 
le module de 


[él=i ++ &s)pf 


sera inférieur à [ p], par conséquent à - _=, la limite de [$] sera l'unité. 


L &, 


M # 


+ _ (a) 


#4 


ä Pons, la formule ( 14) donnera 


+ vdi uite ui 
«6. im (1 +$) a 


Le | 
$ IV. — Sur les exponentielles. a 


a 4 L . Er gb * M Ag 
Soient z, z deux quantités géométriques distinctes, et »7 un nombre 
entier qui croisse indéfiniment. On trouvera 


z / 
6 CÉICPERERR 


m m° 
… St 


Par suite, en considérant . comme une quantité infiniment petite du pre- 
mier ordre, et en égale dans le seond membre de la forte (à 1), le 


terme thnimièht id second ordre © -, on aura sensiblement 


On aura, au contraire, en toute rigüeur 


; 4 £ z! nu 3+E 1 4) 
(2 CES )= (en 
éi 
si l’on choisit £ dé manière à vérifier la condition. 
ir fa 
= (: AL 0 } 
m m m 


La 


I 22 
TT m 27 


Or, en ve tu de la formule (3), Ÿ sera une quantité géométrique qui dé- 
. ombre m, et qui convergera vers la limite zéro, quand ce 
tra Sdéfniment. Cela posé, on tirera évidemment de la for- 
en élevant les deux membres à la m'?"° puissance, 


I\m £ +. 3 he 
(# CE (+5 "=( +) CRE | £ 


nt le nombre m, et ayant égard aux for- 


LS 
os * -1® Théorème. Si l'on désigne par 2, 2 deux quantités géométriques 
ù distinctes, et par [z PÉTER la série qOEre COMTE. # 
+4 2 ve . . “ . ÿ :# x : F r 

Ê ji Z ÿ ; 

(5) # NP 2 ve 19’ PL PRE RÉ 

dort le de général est ——, On aura , 

À | | 
CE Pr tent Ê ae te Ga à 


de la foule (5) l'équation .. | | “à 
C2 : ÉRE 4 N°4 L ÉpR Lu 
C7 + D Dé  n 
D ailleurs quantité ici désignée [Es le symbole [1], c'est-à-dire la somme 
4: ê. 
as Le + ne . STAR A RUUE 


pe LRET € * de à 1 
Œ + FT, 4h 
ol SJ 
mules (8) et (16) du $ U: ie | $ Ê M 
TE © 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 


“Corollaire. En attribuant à 2, z' des valeurs purement. rites et 
raisonnant comme dans un pié-édbht article [pagesih99 Ét:: 


Hi 070 "+: 
est précisément le nombre qui sert de base aux logarithmes népériens, et 
que l’on représenteRordinairement par la lettre e. Donc la formule (5) 
donnera 


E Lt e. 
On peut donc énoncer encore la proposition suivante ? A 
2° Théorème. Si l'on désigne par z une quantité purement algébrique, 
il P pour obtenir la somme | z] de la série ù 
É 74 : #2 F : Z 2? Z5 , ; ee 
sdb à #1 AA L l x? 1.2? 142. 824 rIT7:140 14 
d'ééver le Loue À Fe ERP SEEN 
PR LU "ea, 7182818. ÉRRRREEOES Ci ap 
Fa à , " # L 
à a à Mont le derre est marqué sde esposañt z; de sorte qu on 
en, — 
(8) M rs [aJ= ei ‘ 
A :3 
__ Corollaire. Si dans là formule (8) on HE az, a étant,une 


Kg 


" en 


0], on tirera 


Pa 


(241) 


quantité algébrique positive ou négative, on trouvera 


(qe FA — 6". 
Si d’ailleurs on pose 
(10) FN, 


A sera une quantité positive, supérieure ou inférieure à l'unité, suivant 
que l’exposant a sera positif ou négatif; et comme, en élevant à la puis- 


F4 


sance 3 les deux membres de l'équation (10), on trouvera 
er = 4, 

la formule (10) entrainera la suivante, 

(11) [avt A4 


Les puissances à exposants variables, renfermées dans les formules (8), 
(11), et représentées par les notations 


HT: de 


sont ce qu’on appelle des exponentielles. L'exposant z de chacune de ces 
puissances est ce qu’on nomme le logarithme de l’exponentielle ef ou Af 
dans le système dont la base est le nombre e ou A. Le logarithme qui 
correspond à une valeur donnée de l’exponentielle, dans un système de 
logarithmes donnés, dépend évidemment de cette valeur même et de la 
base du système. On sait que Néper, inventeur des logarithmes, en 
publiant sa découverte dans l'ouvrage intitulé : Mirifici logarithmorum 
canonis Descriptio, adopta d'abord le système correspondant à la base e. 
C’est pour ce motif que l’on donne aux logarithmes calculés dans le sys- 
tème dont la base est e, le nom de logarithmes népériens, et à Vexponen- 
tielle e° le nom d’exponentielle népérienne. 

Cela posé, il suit du deuxième théorème, Joint à la formule (8) du $ IH, 
que, dans le cas où z désigne une quantité algébrique, l’exponentielle 
népérienne e° coïncide non-seulement avec la somme de la série 


mais'encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m, l'expression 


U+z) 
be à. m 
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(242) 


Donc, pour des valeurs algébriques de z, l’exponentielle népérienne e* 
pourrait être définie à l’aide de l’une quelconque des deux formules 


ee 

(12) Re np ne rer du nt à 
(13) = lim (1+ 2)" 
m 


Il y a plus; rien n'empêche d’étendre ces deux formules au cas même où 
l’exposant z est une quantité géométrique, et de considérer alors chacune 
d’elles comme propre à fournir une définition de l’exponentielle népé- 
rienne €“. 

Quant à l’exponentielle A*, dont la base A est un nombre quelconque, il 
suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la valeur algébrique ou 
géométrique de l’exposant 3, d'étendre la formule (11), au cas même où 
cet exposant cesse d’être une quantité algébrique. Cette extension étant ad- 
mise, la définition générale de l’exponentielle A* sera fournie par l'équation 


(14) AZ = es 
ou, ce qui revient au même, par l'équation 


az a?z° Là 


(15) ERP 1.2.3 


+... 


a étant une quantité algébrique choisie de manière que l’on ait 
(16) AE, 


En d’autres termes, à sera simplement le logarithme népérien du nombre A. 


$ V. — Propriétés diverses des exponentielles. 


L’exponentielle népérienne e° n'étant autre chose que la somme |z] de 
la série convergente 


Z 2 z° 


il est clair que la formule 

[z][31=t2+ 277, 
établie dans le $ IV, pourra s’écrire comme il suit : 
(x) Cal ee ut 


On trouvera de même, en désignant par a une quantité algébrique positive 


(245) 
ou négative, et remplaçant z par az, z' par 47, 
(a) et? ei? hi et (+7) ; 
puis en posant 

"= À, 
on réduira l'équation (2) à la formule 


(3) AA = AT" 


Il résulte des formules (2) et (3) que, pour opérer la multiplication de deux 
exponentielles relatives à la même base e ou À, il suffit d'ajouter les expo- 
sants. Lorsque z, z' se réduisent à des quantités algébriques, e, e” ou A, 
A* représentent des nombres dont z, z' sont les logarithmes. Alors les for- 
mules (r) et (3) metteñt en évidence la propriété fondamentale des loga- 
rithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux 


nombres, il suffit d'ajouter entre eux les logarithmes de ces nombres. 


Supposons maintenant que Z soit une quantité géométrique, en sorte 


qu'on ait 
S= x + ÿi, 
x, y étant les coordonnées rectangulaires du point dont l’affixe est 
formule (1) donnera 
(4) SON Mb 
D'ailleurs, en vertu de la formule (13) du $ V, on aura 


2 


(0: eri=lkim(i+%) 


\ 


puis en posant, pour abréger, 

a 
(6) ER Dé EL) 
on tirera de l'équation (5) 


(7) ei = limp,,, = limp.lim 1. 


La 


On satisfait à l'équation (6), ou, ce qui revient au même, aux deux suivantes 


à RE S Fr DIR e 
(8) 1 PpCOSS, + SNS, 
en prenant 


I 


(9) ® = arc tang 7, LES: 


31 


:* 


(244) 


et alors, pour des valeurs indéfiniment croissantes du nombre entier m, on 
voit l'argument & converger vers la limite zéro, le module : vers la limite 1, 
et le produit 

Loi 
tang © 


mo nt 4 


vers la limite y. Donc la formule (7) donnera généralement 
(13) ; ei — ] . 

ou, ce qui revient au même, 

(12) ei = Cos y + i sin y. 


L'équation (12), découverte par Euler, sert à exprimer en fonction des 
lignes trigonométriques, cos y, sin y, l’exponentielle trigonométrique e*i. 


4 


La formule (1 1) est l’équation d’Euler, réduite à la forme la plus simple. 


$ VI. — Sur les exponentielles trigonométriques. 


Soient p un angle quelconque et »# un nombre entier. Si l’on fait croître 
ce nombre indéfiniment, ou, ce qui revient au méme, si on le fait con- 
verger vers la limite © , on aura, en vertu de la formule (13) du $ IV, 


(1) eri= lim(i+ Li). 
m 
Si d’ailleurs on pose 
(2) 1+£i=p,=p(coss+isins), 
on en conclura 
(3) IDC, É=psins; 


et il est clair que si l’on attribue au nombre m une valeur très-considé- 
rable, de manière à rendre trés-petite la valeur numérique de L, on véri- 


fiera les équations (3) en prenant 


(4) p=(i+ 


2 P 
>, © Arc tang — 
m 


Enfin, comme on tirera des formules (1) et (2) 
éri—= lim (Br Le un(e) 


le module et l'argument de l’exponentielle e?' seront évidemment les li- 


rs é 


( 245) 
mites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de m1, les 
quantités 


(5) D (: + ne) et ma. 


m° 
2 


Mais, m venantà croître indéfiniment, le rapport - s'approchera indéfini- 


ment de zéro; par suite, la quantité 


et sa racine carrée 


2 2 
(+5) 
m 


s’approcheront indéfiniment de l’unité. Alors aussi, à venant à s'appro- 


cher indéfiniment de zéro, on verra le rapport converger vers la 
limite 1, et le produit 


mæ — p 


tang & 


vers la limite p. Donc, en résumé, l’exponentielle e?' à pour module 
l'unité, et pour argument l'angle p; et l’on a identiquement 


(6) ePi= 1,—= cosp + isinp. 


Il suit de cette derniere formule que, dans l’exponentielle e?', la partie 
purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec les deux 
lignes trigonométriques appelées le cosinus et le sinus de l'argument p. 
C'est pour ce motif que nous donnons à e°' le nom d’exponentielle trigo- 
nométrique. 

Nous avons remarqué, dans le $ IV, que l’on a pour toute valeur finie 


de z 
3? Le 


Pœrr + 
=I+ + — + 
I 1.2 F2 


+ .... 


Si donc, dans l'équation précédente, on pose 2 — pi, et, par suite, 


e—=ePi= cosp +isinp, 
on trouvera 
! : re P . P° Fe 
COS pP+1SNMp—=1I: Rd on ‘ 
(7) de 4 F ES 1.2 RP LR 


(246) 


et il suffira d’égaler entre elles, dans les deux membres de l'équation (>), 


d’une part, les parties algébriques , d’autre part, les coefficients de i, pour 
retrouver les formules connues 

cu ARS RE P P° 

= — +, — ..., S$ 
(8) Se 4 an Re EU DU Rs ra an 


qui servent à développer cos p et sin p suivant les puissances ascendantes 
de l'angle p. 

Remarquons en finissant que, si l’on représente par x, y, les coordon- 
nées rectangulaires, et par z l’affixe d’un point situé dans un certain plan, 
en sorte qu'on ait 


Z2=L+ Yi, 
l'équation (4) du $ IV, savoir : 
(9) e—=e*e?", 
donnera, eu égard à la formule (6), 
RSR T 
(10) A A Ca PO 
Donc l'exponentielle 
e? — ez?+ri 
aura pour module le nombre e* et pour argument la quantité +. 
P F 4 
Si la quantité géométrique z’ était conjuguée à z, en sorte qu’on eût 
Z'=&Æ— Yi, 
alors, à la place de l'équation on obtiendrait la suivante : 
? 9 
(xx) vec se, 
que l’on pourrait encore écrire comme il suit 
(12) A a er 


en vertu des formules (9) et (11) jointes à l'équation (6), les exponen- 
tielles e*, e° seraient, ainsi que z et z', deux quantités géométriques 
conjuguées. 


( 247 ) 


Sur les divers logarithmes d'une quantité géométrique. 


Soit z une quantité géométrique. Les divers logarithmes de z, dans le 
système qui aura pour base un nombre donné À, seront les diverses va- 
leurs d’une quantité géométrique À déterminée par l’équation 


(1) de 
Si, en réduisant le nombre A à la base 
6 23,1192018::. 

des logarithmes népériens, on désigne par À l’un quelconque des loga- 
rithmes népériens de z, on aura simplement 
(2) e = z. 

Soient maintenant r le module et p l'argument de z, en sorte qu’on ait 

2 M = ll = r COSp.+ ir sin p; 
et posons 
XL" CP, :jY = Pr SIN. 
A chaque valeur de 
2=X+ Yi 


correspondra un système unique de valeurs algébriques de x, y, propres 
à représenter les coordonnées rectangulaires du point dont z sera l’affixe. 
Au contraire, à chaque valeur de z correspondra une infinité de valeurs de 
l'argument p; et, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d’une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27, l’une 
d'elles sera généralement comprise entre les limites — 7x, +7. Si on la 
représente par la lettre p, la valeur générale de p sera 


(3) p=Pr+24r, 


k désignant une quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative. 


_ 


( 248 ) 
Concevons à présent que l’on pose 


À=a+éi, 


x, 8 étant des quantités algébriques. On en conclura 


À x +6i 6i 


e =e nd MNT a PA 


Donc la quantité géométrique e” aura pour module e*, pour argument 6, 
et, en vertu de ce qui a été dit précédemment | page 217], l'équation (2), 
que l’on pourra écrire comme il suit 


RE 
I,€ —I 


donnera 


Donc, si l’on désigne, à l’aide de la lettre caractéristique 1, et par la nota- 
tion Î(r), le logarithme algébrique et népérien du nombre r, on aura 


œ= À (79, 6—p+2kxr, 


k désignant une quantité entiere, et 


(4) A=l(r)+{(p +akr)i. 
En d’autres termes, on aura 
(5) A=ÎI(r) + pi, 


la valeur de l'argument p étant l’une quelconque de celles que détermine 


la formule (3). 
Il est bon d'observer que l’arc désigné, dans les formules précédentes, 


par la lettre b, est, de tous ceux qui ont pour cosinus — et pour sinus 
r 


2, le plus petit, abstraction faite du signe, et, par conséquent, celui 


qui s'évanouit quand la quantité géométrique z se réduit au module 7. 
Par suite, si l’on pose p —p dans la formule (5), on obtiendra celui des 
logarithmes népériens de z, qui se réduit à 1(r) quand z se réduit à r, et 
qui, pour ce motif, sera généralement désigne par la notation 1(2z:. Cela 
posé, on aura 


(6) I(2)=l(r) + pi, 


et la formule (4) donnera 


(7) k=1(2)+T, 


( 249 ) 
la valeur de I étant 
(8) 1x ani 
Si l’on réduit la quantité géométrique z à l'unité, on aura 


HAT) 0; 


et les diverses valeurs de À se réduiront aux diverses valeurs de I fournies 
par l'équation (8). Ces diverses valeurs de I ne seront donc autre chose 
que les divers logarithmes népériens de l’unité, et il suffira d'ajouter ceux-ci 
à [(z) pour obtenir les divers logarithmes népériens de 2. 

Si la quantité géométrique z s’évanouit avec son module r, le loga- 
rithme népérien 1(r) se réduira simplement à — æ, c’est-à-dire à l’in- 
fini négatif; et la formule (6) donnera 


(9) 1(o) = — © + pi, 


l'angle b restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi entre 
les limites — 7, + 7. On peut remarquer que, dans la même hypothèse, 
Fous . I . . . 
la dérivée de 1(z), savoir, J> acquiert un module infini, l'argument res- 
tant indéterminé. 
Enfin, si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique 
et négative — r, on aura 


par conséquent 
TP = +7; 
et pour satisfaire à cette derniere formule, sans attribuer à p une valeur 
située hors des limites — 7, +7, il faudra supposer, où pb —7+, ou 
p—= —#. L'équation (6) donnera, dans la première supposition, 
(10) I(—r)=l(r) + zi, 
dans la seconde 
(1x) 1(—r)=l(r) — ri; 


et il est clair que l’on pourrait, dans la détermination du logarithme 

népérien désigné par 1(— r), hésiter entre les formules (10) et (11). Pour 

faire disparaître toute incertitude, j'ai proposé, dans le troisième volume 

[page 380], d'adopter de préférence la formule (10). Mais on pourrait aussi, 
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sans inconvénient grave, admettre que la fonction 1(z), dans laquelle le 
coefficient de i devient indéterminé, quand 2 s’évanouit, offre pour ce 
même coefficient deux valeurs distinctes, quant au signe, et données par 
les formules (10) et (11), dans le cas où, z étant réduit à — r, l’argu- 
ment Pp cesse d’être renfermé entre les limites — x, +7, et où cet argu- 
ment peut être censé atteindre l’une ou l’autre limite au gré du calculateur. 
I y à plus, on sera naturellement conduit à la formule (10), si la quantité 
négative — r entre dans le calcul comme limite d’une variable dans la- 
quelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment petite. 
On sera, au contraire, naturellement conduit à la formule (11), si la quan- 
tité — r est la limite d’une variable dans laquelle le coefficient de i se 
réduit à une quantité négative infiniment petite. Ainsi, en définitive, il 
paraît convenable de ne point s'arrêter à priori à l’une des formules (10), 
(11) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer 
dans le choix qu'il fera de l’une ou de l’autre, par des considérations pui- 
sées dans la nature même de la question qu'il se proposera de résoudre. 

L'opinion que je viens d'exprimer se trouve corroborée par la remarque 
suivante : 

Si, dans la formule (6), on pose r— 1, et, par suite, z— 1,, on trouvera 


(12) FE DE 

Cela posé, l’équation (6) donnera 

(13) D NS EN ee DURS 

D'ailleurs il est naturel d’étendre les formules (12) et (13) au cas même où 
lon a 1,—= —1, et, par suite, p — + #. En admettant cette extension, 
on tirera de la formule (13) | 

(14) 1(—r)=l(r) +l(—r), 


et de la formule (12) 

(19} 1(—1) = + ri. 

Or de l'équation (14) jointe à l’équation (15) on déduira immédiatement 
ou la formule (10) ou la formule (11), suivant que l’on réduira le double 


signe renfermé dans l’équation (15) au signe + ou au signe —. En d’au- 
tres termes, si l’on pose z — — r, l'équation {6) sera remplacée par celle-ci 


(16) I{—r)=l(r) & ri. 


"À 


(am) 

Remarquons encore que dans l'équation (15) ou (16) le double signe 
répond aux deux limites vers lesquelles converge l'argument p, tandis que 
dans l'expression 

32=X + ÿi, 
on pose x — — 1, ou æ — — r, en faisant converger la quantité positive 
ou négative y vers la limite zéro, tout comme dans l'équation 


I 
— te EE 
o 


[voir l’analyse algébrique, page 45], le double signe répond aux deux 


limites + æ, — + vers lesquelles converge l'expression 
I 


ER | 
F4 


tandis que la quantité positive ou négative x s'approche indéfiniment de 
zéro. 

Remarquons enfin que, si l’on désigne par z’ la quantité géométrique 
conjuguée à z, en sorte qu’on ait non-seulement 
2=L+Yi=T,; 
mais encore 

=L— Vi lp) 
les deux fonctions de z désignées par les notations 
Fa), F2}, 


dont la premiere est définie par la formule (6) de la page 248, seront deux 
quantités géométriques conjuguées. Ainsi, en vertu des conventions adop- 
tées, 1(z') sera conjuguée à 1(z), tout comme e° à e*. Ajoutons que, si 
l’on fait converger les quantités conjuguées 


ee r, Set gr, 
vers la limite commune — r, en faisant converger p vers la limite 7, 
F(z},: ‘Is 
convergeront vers les limites 
l(r)+ni, fr) — ri, 
qui sont précisément les deux quantités conjuguées dont chacune peut être 
considérée comme une valeur de 1(— r). 


392... 
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Revenons maintenant au cas où À est un nombre quelconque, et nom- 
mons a le logarithme algébrique et népérien de A, en sorte qu'on ait 


a — I(A), 
et, par suite, 
(17) Ar. 
On aura encore 

AÂ RE Pan 
Donc l'équation (1) donnera 
(18) et —z— et). 


En divisant par e!(*? le premier et le dernier membre de la formule (18), 
on trouvera 
aA—1(z) 


— I. 


(19) e 


Donc, la différence a A — 1(z) sera l’un des logarithmes de l'unité, c’est-à- 
dire l’une des valeurs de I, et la valeur générale de À sera déterminée par 
l'équation 

a À — 1(2) = I, 
de laquelle on tirera 
(20) NEC Run” 


a 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7), 
À 

(21) À = -: 
a 


On se trouve ainsi ramené au théorème connu dont voici l'énoncé : 

Pour obtenir les divers logarithmes de z dans le système dont la base 
est le nombre À, il suffit de diviser les divers logarithmes népériens de z 
par le logarithme réel et népérien du nombre A. 

Si l’on désigne à l’aide de la lettre caractéristique L, et par la notation 
L(r), le logarithme du nombre r dans le système dont la base est le 
nombre A, alors, en posant comme ci-dessus & — L(A), on aura 


(22) L(r) = ©. 


Il suffit d'étendre cette derniere formule au cas où le nombre r se trouve 


( 255 } 


remplacé par une quantité géométrique z, pour obtenir l’équation 
(2 
(23) L(z)= “©, 


qui sert à définir généralement la fonction L(z). 

Les définitions que j'ai ici données de 1(z) et de L(z) différent de celles 
qui ont été adoptées par M. Bjôrling, dans le cas seulement où l’argu- 
ment représenté par la lettre bp se trouve renfermé entre les limites — x, 


—T, Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches ont été déjà 
. 


mentionnées dans le tome III [page 387], on devrait prendre pour valeur 
de p dans la formule (6) un angle qui, toujours inférieur à la limite 


= + r, ne s’abaissät jamais au-dessous de la limite = — x. Ajoutons que 


M. Bjôrling a donné à la fonction 1(z) ou L(z2) le nom de logarithme 
principal. Nous conserverons ce nom; mais nous substituerons aux défini- 
tions données par M. Bjôrling celles que fournissent les formules (6)et (10), 
quand on attribue à l’argument + une valeur numérique inférieure ou 
tout au plus égale à 7. Il en résultera que les logarithmes principaux de 
deux quantités géométriques conjuguées seront encore deux quantités 
géométriques conjuguées. 

Les deux fonctions de z, représentées par 1(z) et L(z), jouissent, quand 
z se réduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés ne sub- 
sistent plus que sous certaines conditions, quand z est ou une quantité 
négative ou une quantité géométrique. 

Ainsi, par exemple, si dans les équations 


(24) Er} = Hrt+ Hr°) 
(25) L(rr')=L(r)+L(r), 
qui se vérifient généralement quand r, r’ sont deux nombres quelconques, 


on remplace ces nombres par deux quantités géométriques z, z', on ob- 
tiendra les deux formules 


(26) 1(2z')= 1(2) + 1(z'), 
(27) L(z3') =L(z) +L(z'), 
qui ne seront pas toujours exactes. Si, pour fixer les idées, on suppose 


= —— Pt 4 
2= psy 2=T, 


(254) 


chacun des arguments p, p' étant compris entre les limites — 7, + 7; les 
formules (26), (27), dont la première jointe à l'équation (23) entraine la 
seconde, subsisteront quand la somme p + p' sera comprise elle-même 
entre les limites — x, + x. Mais comme, pour réduire la somme p + p' à 
une quantité dont la valeur numérique ne surpasse pas le nombre 7, on 
se verra obligé de faire croître ou décroitre cette somme du nombre 27, 
si elle est inférieure à — 7, ou supérieure à x, on devra, eu égard à 
l'équation (6), remplacer l'équation (26) par la formule 


(28) 1(33) = 1(z) +1(z3) + 27i, 

si la somme p + p' est comprise entre les limites — 7, — 27, et par la 
formule 

(29) 1(33) = 1(2) + 1(z) — axi, 


si la somme p + p' est comprise entre les limites x, 27. 
Dans le cas particulier ou z' se réduit à — 1, on a simplement 


Alors aussi , à la place de la formule (28) ou (29), on obtiendra l’équation 
(30) 1(— z)=1(z) — ri, 

si l'argument p de z est compris entre les limites o, r, et l'équation 
(31) 1(— z) = 1(2) + ri, 

si p est compris entre les limites o, — x. 

Si z, z' sont deux quantités géométriques conjuguées, les arguments p, 
p', réduits à des arcs renfermés entre les limites — 7, +7, seront né- 
cessairement égaux au signe près, mais affectés de signes contraires. On 
aura donc alors 

PHP 0S 


et, comme ou aura aussi 


l'équation (26) donnera 


(32) Fey Ie) = Fr male). 


nf. dut 


Sur les puissances ou exponentielles dont les exposants et les bases 
sont des quantités géométriques. 


Soient z et w deux quantités constantes ou variables. Si ces quantités 
sont algébriques et positives, ou, en d’autres termes, si elles se réduisent à 
des nombres, on aura identiquement 


(1) AE Rom 


et, en élevant les deux membres de l’équation (1) à la puissance du degré 4, 
on trouvera 


ca) zu — pul() 


D'ailleurs, pour que l’équation (2) s'étende au cas ou z et x sont des 
quantités géométriques, il suffit d'admettre que, dans ce dernier cas, on 
se sert de cette équation même pour définir généralement la puissance où 
exponentielle z“ dont la base est z, et l’exposant u. C'est ce que nous 
ferons désormais. Nous obtiendrons ainsi une définition de z* qui com- 
prendra évidemment comme cas particulier, non-seulement la définition 
précédemment donnée | page 242] d’une exponentielle dont la base A est 
un nombre quelconque, mais aussi la définition donnée | page 163 | d’une 
puissance entière d’une quantité géométrique. Effectivement, si la quantité 
géométrique w se réduit à un nombre entier 7, et si d’ailleurs on pose 


dr, 


p étant compris entre les limites — 7, + x, l'équation (2) réduite à la 


suivante 
se EE 
27 — € ( }, 


et combinée avec la formule 


(2) = 1(r) + pi, 


donnera 


(3) 2! — enltr)+npi, 
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D'ailleurs, eu égard à la formule (1) de la page 242, on aura 


nl(r)+npi  Ln1(r) onpi — nn Pins n 
e = TOP = re EU hope: 


Donc l'équation (3) donnera simplement 
2 = (rap 

ou, ce qui revient au même, 

(4) = (rh 


Or cette derniere formule coïncide avec l’équation (7) de la page 143, 
c'est-à-dire avec la formule à laquelle on est conduit lorsqu'on étend la 
définition généralement admise de la n°” puissance d’une quantité au cas 
même où cette quantité cesse d’être algébrique, en considérant une telle 
puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux. 

Si, dans l'équation (2), la quantité géométrique z s’évanouit avec son 
module r, alors, la partie algébrique 1(r) de 1(2) étant réduite à —*, 
la valeur de z* sera nulle si la partie algébrique de x est positive, et in- 
finie si la partie algébrique de x est négative. 

Si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique et néga- 
tive — r, alors, comme il a été dit à la page 250, on pourra prendre pour 
valeur de z l’une ou l’autre des deux expressions 


I(r)+mi, fr) — zi, 
et l'équation (2) fournira pour valeur correspondante de 
(= r)° 
l’un ou l’autre des produits 
[rar our 
Il y a plus; on sera naturellement conduit à la formule 
(5) Corte, 


si la quantité — r entre dans le calcul comme limite d’une variable dans 
laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment 
petite. On sera, au contraire, naturellement conduit à la formule 


(6) (= rÿæ 1, 


si la quantité — r est la limite d’une variable dans laquelle le coefficient 
de i se réduit à une quantité négative infiniment petite. Ainsi, en défini- 


(2379 


tive, il paraît convenable de ne point s'arrêter à priori à l'une des for- 
mules (5), (6) plutôt qu’à l’autre, et de laisser le calculateur libre de se 
déterminer dans le choix qu'il fera de l’une ou de l’autre par des consi- 
dérations puisées dans la nature même de la question qu'il s'agira de 
résoudre. 

En réunissant dans une seule formule les équations (5) et (6), on aura 


(7) DE 


Si l’on pose en particulier r = 1, la formule (7) donnera 


(8) (—1} = lu 
Par suite, la formule (7) entrainera la suivante , 
(9) CORRE 


qui peut être substituée à chacune des équations (5) et (6). 
Si l’on pose 


la formule (8) donnera 


(10) 1) ti. 


CS 


. . , . . . Æ TANT 
Ainsi, eu égard aux conventions admises, la notation (—1) ou yÿ—1:1 ne 
doit pas être uniquement employée pour représenter la quantité géomé- 
trique 


On peut aussi se servir de cette notation pour représenter la limite — i 


vers laquelle converge l'expression 
1 


V2 
ee ET ei) ; 
quand €, étant positif, s'approche indéfiniment de zéro. 
Observons maintenant que, si l’on pose comme ci-dessus 
2 = lp, 
l'argument p étant compris entre les limites —7, +7, on tirera géné- 
ralement de l'équation (2), combinée avec la formule 
l(z) = 1(r) + pi; 
Ex. d'An. et de Ph, math, T. AV. (44 livr.) 33 
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et avec l'équation (1) de la page 242, 
ou 
z — ee" (r) e“Pi, 
par conséquent 
(I 1) z“— 7" e“Pi. 


à 


La formule (11) pourrait servir aussi bien que la formule (2) à définir la 
fonction de z et w, représentée par la notation 2". 

La fonction de z etde 4, représentée par z“, jouit, quand z ou w se 
réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés, quel- 
ques-unes continuent de subsister généralement, d’autres ne subsistent 
plus que sous certaines conditions, quand z et uw sont deux quantités 
géométriques. 

Ainsi, par exemple, eu égard à l'équation (2), la formule 


12) zu zu Et gu+w 


subsistera généralement pour des valeurs quelconques des quantités géo- 
métriques w, u’, non-seulement quand z sera un nombre, mais encore 
quand z sera une quantité géométrique quelconque. 

Au contraire, si dans l'équation 


(13) CRE — ru RE 


qui se vérifie généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques, 
on remplace ces nombres par des quantités géométriques z, z', on ob- 
tiendra la formule 

(r4) (a = 22 


qui ne sera pas toujours exacte. Effectivement, on aura, en vertu de 
LE 4 Q 

l'équation (2), Liéi 
(zz}" e“\(z7') 


gg — pul(z) Qui(z") — Quil(z)+1(2)), 


Par suite l’équation (13) subsistera sous la même condition que la for- 
mule (26) de l'article précédent, c’est-à-dire dans le cas où les arguments 
p, p dezet de z', supposés tous deux compris entre les limites — 7, +7, 
fourniront une somme p + p! comprise entre les mêmes limites. Lorsque 
cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu de la formule (28) ou 
(29) de l’article précédent, jointe à l’équation 


Mt FAR 
ep 


( 259 ) ,: 


on aura 

ÉL5e) (EH) = his: 

si la somme p + p' est comprise entre les limites — 7, — 27, et 
(16) (22 P = 1 5x8 2; 


si la somme p + p' est comprise entre les limites x, 27. 

Si l’on désigne par z’ la quantité géométrique conjuguée à 3, et par uw’ la 
quantité géométrique conjuguée à 4, alors, en vertu des notations admises, 
aux trois quantités géométriques 

l(z), al(z), etl@ — 74 
correspondront les quantités géométriques conjJuguées 


1(z'), u'1(z'), eMl(Æ)isngu. 
Donc e 


seront deux quantités géométriques conjuguées. 

L'équation (2) est précisément celle à l’aide de laquelle M. Bjorling à 
défini la fonction 2“. Mais, en vertu des conventions adoptées par cet 
auteur, p serait, dans l'équation (11), un angle qui, toujours inférieur à 


la limite 2 r, ne s’abaisserait jamais au-dessous de la limite = — 7. 
D'ailleurs, M. Bjôrling a donné à l’expression z“ le nom de puissance prin- 
cipale du degré #. Nous conserverons ce nom, mais nous attribuerons à 
l'argument p de z, mis en évidence dans l'équation (11), une valeur nu- 
mérique inférieure ou tout au plus égale à 7. Il en résultera qu'en élevant 
deux quantités géométriques conjuguées à des puissances indiquées par des 
exposants conjugués, on obtiendra encore, pour puissances principales, 
des quantités géométriques conjuguées. 


20. : 
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Sur les arguments de deux quantités géométriques dont la somme 
ou le produit est une quantité algébrique positive. 


$ I. -— Sur les arguments de deux quantités géométriques dont la somme est algébrique 
et positive. 


Considérons deux quantités géométriques dont la somme soit algébrique 
et positive. Soient d’ailleurs c B demi-somme, et 


Zz =], 


la demi-différence de ces deux quantités géométriques. Elles seront repré- 
sentées par les binômes 

C+z, Dors 
et si l’on nomme p, p' leurs modules, 5, s’ leurs arguments, que nous 
supposerons tous deux compris entre les limites — x, 7, on aura 


(r) ee 


Pa—=C—2—C—Tp;) 
par conséquent 


pPCOSG —C+}COSp, psins —7rsinp, 


(2) 


g'cosm =æc—rcosp, p'sins —rsinp. 
On aura donc, d’une part, 

(3) pcosm —c+rcosp, p'CosS —C— Tr COS p; 
et, d'autre part, 

(4) psins = —p'sins —=rsinp. 


Observons maintenant qu’en vertu des formules (3) cosæ, cos =’ seront 
positifs, si le module r de z est inférieur à la constante positive €. Donc 


. . . Co, à 
alors, chacun des arguments #, æ’ étant compris entre les limites — >> => 


( 26r ) 


chacune des quantités 
D—T, m+c 


offrira une valeur numérique inférieure à 7. J'ajoute que cette conclusion 
subsistera encore si le module ; de z devient égal ou supérieur à l'unité. 
’est en effet ce que l’on prouve aisément comme il suit. 

D'abord il résulte de l'équation (4) que sins, sin’ sont des quan- 
tités affectées de signes contraires. Par suite, il en sera de même des argu- 
ments 5, ©’, dont le plus grand offrira une valeur numérique égale à celle 
de la somme > + ©’. Donc cette somme sera, comme chacun d’eux, ren- 
fermée entre les limites — 7, + 7. 

De plus, si le module r, supposé d’abord inférieur à l'unité, vient à 


à 


croitre indéfiniment, mais par degrés insensibles, les angles 5, =’, dont 


les valeurs sont affectées de signes contraires, et la différence 
5 —S, 
équivalente, au signe près, à la somme des valeurs numériques de % et x’, 
varieront évidemment par degrés insensibles, jusqu'au moment où l'on 
aura, s’il est possible, 
Fr — x, 
par conséquent 


/ 


HEBTT, 
Mais, dans ce dernier cas, on trouverait 
SMS'——SINT, COST — — COSW ; 

et la formule (4) donnerait 

! ——— 

EE de 
Par suite, on tirerait des formules (8) 

P COS& — r'COSp—=C—= — C. 

Cette dernière équation ne pouvant se vérifier que dans le cas où © serait 
nul, nous devons conclure que, dans le cas où € est positif, les arguments 
w, &' et leur différence 5 — 5’ varieront pour des valeurs croissantes de r, 
par degrés insensibles, sans que jamais la valeur numérique de 5 — x’ 
puisse atteindre la limite 7, qui surpasse cette valeur numérique quand 


on a r < c. On peut donc énoncer la proposition suivante : 
1* Théorème. Etant données deux quantités géométriques 


CH+Z, C—32 
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dont la somme est une quantité algébrique et positive 2c, concevons 


que l’on réduise les arguments 5, =’ de ces deux quantités géométriques 
à des angles renfermés entre les limites — x, + 7. Les angles 


D+m, m—s! 


seront eux-mêmes renfermés entre les limites — x, +7. 

Il est bon d’observer qu’on peut encore arriver très-simplement au théo- 
reme premier à l’aide de considérations géométriques. En effet, construi- 
sons les trois points 

RC 


dont les affixes sont respectivement 
Z, — 2, C. 


Le point C sera situé sur l'axe polaire, et le pôle O sera le milieu de la 
droite AB. D'ailleurs, on pourra supposer que des deux quantités géomé- 
triques 

Z, — %; 


la première est celle dans laquelle le coefficient de ï est positif. Cette hypo- 
thèse étant admise, les arguments 5, — æ' seront positifs et représen- 
teront les angles formés par les droites BC, AC avec l'axe polaire OC, c’est- 
à-dire, en d’autres termes, les angles BCO, ACO. Donc la somme 5 — 5 
des deux arguments 3, — x" représentera l'angle BCA du triangle qui à 
pour sommets les trois points A, B, C. Donc cette somme sera un angle 
positif inférieur à r, et l’on pourra en dire autant, à fortiori, de la valeur 
numérique de l’angle 5 + 5’, équivalent, au signe prés, à la différence 
des arguments &, — s’. 

Du théorème premier, joint aux»principes établis dans les deux articles 
précédents, on déduit encore les propositions suivantes : 

2° Théorème. Étant données deux quantités géométriques 


C+Z, C—2 


dont la somme est une quantité algébrique et positive 2 €, l'addition ou ja 
soustraction de leurs logarithmes principaux, pris dans un système quel- 
conque, donnera pour résultat le logarithme principal du produit ou du 
quotient de ces deux quantités géométriques. 
3e Théorème. Étant données deux quantités géométriques 


CR 
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dont la somme est une quantité algébrique et positive 2 €, la multiplication 
ou la division de leurs puissances principales d’un degré quelconque # don- 
nera pour résultat les puissances principales et semblables du produit ou 
du quotient de ces deux quantités géométriques. 

En vertu du théorème 2, et en désignant à l’aide de la lettre caractéris- 
tique | un logarithme népérien, on aura non-seulement 


(5) l(c+z)+l(c—z)=1(c — 2), 
mais encore 

(6) L(c + 2) — (ce — 3) =1 

On trouvera, par exemple, en posant c — 1, 

(7) l(r+z)+lG—z)=1G — #), 
et 

(8) l(it+z)=l(r 23) =1 


En vertu du théorème 2, eten désignant par x une quantité géométrique 
quelconque, on aura non-seulement 


(9) (CH ARE ANNE = 2"), 
mais encore 
(ea. fe+s\ 

2 bent). 
On trouvera, par exemple, en posant € = 1, 
(1) (2j — 2} (1 — 29) 
et 

(is) ss {its 
(hour re Tee) 


E . . 1 / 
Si l'on pose, en particulier, 4 — => les formules (9) et (10) donneront 


(15) (e + 2) (ce — 2Ÿ — (ec? — 2? : 
(14) CRAN (EHŸ" 


Ce à 
FA 


(264) 


S IL. — Sur les arguments de deux quantités géométriques dont le produit est 
algébrique et positif. 
Considérons deux quantités géométriques 


— FSU « 
3 — TD) Der 


dont le produit se réduise à une constante algébrique et positive c. On aura 


M pl. 
GE PR de 
et, par suite, l'équation 
rec 
donnera 
FR AR ASE 
(x) D M (2) 0. 


Si d’ailleurs, comme on peut généralement le supposer, chacun des ar- 
guments p, p' est renfermé entre les limites — 7, + x, la somme p + p 
offrira une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à 27; et 
même cette valeur numérique ne pourra s'élever jusqu’à la limite 2 7 que 
dans le cas où, z, z' étant réduits à des quantités négatives — r, — 7’, on 
aurait 


et, par suite, 
—— OR 4 
pP= Er p—=+E x. 


Ce cas excepté, l'équation (2) entrainera généralement la suivante : 


(3) p+p=o ou p=—p, 


de sorte que p, p' seront des angles égaux, au signe prés. 
Si l’une des quantités géométriques 

/ 

B 2 
offre pour partie algébrique une quantité positive, alors des arguments p, 

. . . Fr / 
p', l'un sera compris entre les limites — Sn l’autre, en vertu de l’équa- 
tion (3), devra jouir encore de la même propriété. Donc alors la différence 
à 

AURIE 
sera comprise entre les limites — 7, + rx. De cette remarque, jointe aux 
principes établis dans les deux articles précédents, on déduit immédiate- 
ment les propositions suivantes : 


(265) dé: 
1** Théorème. Soient z, z' deux quantités géométriques dont le produit 
se réduise à une quantité algébrique et positive c. Si l’une des quantités z, 
z' offre une partie algébrique positive, la différence de leurs logarithmes 


principaux, pris dans un système quelconque, sera le logarithme prin- 
cipal du rapport de l’une à l’autre, en sorte qu’on aura 


(4) I(2)— 1(7) =1 (2): 


2° T'héoreme. Soient z, z' deux quantités géométriques dont le produit 
se réduise à une quantité algébrique et positive c. Si l’une des quantités z, 
z' offre une partie algébrique positive, le rapport de leurs puissances prin- 
cipales d’un degré quelconque # sera la puissance principale et semblable 
du rapport de ces deux quantités géométriques, en sorte qu'ont aura 


(5) = O 


“= 
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Sur l'argument principal d'une quantité géométrique. Formules 
diverses servant à exprimer l'argument principal d'une quantité 
géométrique en fonction de la partie algébrique et du coefficient 


de 1. 


Soit 
(1) RE 


une quantité géométrique, qui ait pour module le nombre r, et pour ar- 
sument l'angle p. Si cet angle est, comme on peut toujours le supposer, 
5 Ô ? ] PRO 
renfermé entre les limites — x, x, il deviendra ce que nous appellerons 
l'argument principal de la quantité géométrique z. Si z se réduisait à une 
quantité algébrique négative, en sorte qu’on eût 


D 
l'argument principal p pourrait être censé atteindre ou la limite inférieure 
— 7, où la limite supérieure 7, suivant que l’on considérerait — r comme 


la limite vers laquelle convergerait, pour des valeurs infiniment petites du 
nombre «, ou la première ou la seconde des deux quantités géométriques 


— T—El, —r+eI. 


Concevons maintenant que, dans la quantité géométrique z, on désigne 
la partie algébrique par x et le coefficient de i par y. On aura 


(2) CR D ms AE À 
et, en égalant l’une à l’autre les valeurs de z données par les formules (1), 
(2), on trouvera 
EM Tee D PDU D}, 
par conséquent , 


(3) PER T -Tbp. 


(267) 
Des équations (3) jointes aux formules 
cos? p + sin p=1, 


; np 
tang p — Y 


on tire, en premier lieu, 

xi+y=r?, 
et, par suite, 
(4) r= (x +p"); 
en second lieu, 


(5) cos p ==) sin p = 7; 


la valeur de r étant donnée par l'équation (4), et 


vor 
(6) tang p = 
+ » ° 
Enfin, comme on a 
cot p — 
P— tang p° 
séc p = — coséC p = — 
P— ©osp° PE sup. 
on trouvera encore 
(7) ot “ 
C = —) 
7 ape 
8) 6 : - 
SCD CoNCp— 
re Pe. 


Les équations (5), (6), (7), (8) subsistent pour toutes les valeurs que 
peut acquérir l'argument p de la quantité géométrique 


ZX RTL 


On peut d’ailleurs de ces mêmes équations déduire des formules diverses 
dont chacune détermine non plus l'une quelconque de ces valeurs de p, 
mais l’argument principal de z, en fonction des deux quantités algé- 
briques x, y: 

En effet, conservons les notations adoptées dans mon Analyse algé- 
brique, et admettons, en conséquence, que, x étant une quantité algé- 
brique, l’on désigne par la notation 


arc SINX, OU arccoséc x, Où arctangæ, où arCccotæ, 
34. 
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l'arc qui, ayant æ pour sinus, ou pour cosécante, ou pour tangente, oui 
s , . . x , 
pour cotangente, est renfermé entre les limites — no =, la valeur numé- 
2 

rique de x étant supposée inférieure à l’unité dans are sin x, et supérieure 
à l'unité dans arc coséc x. Admettons, au contraire, que lon désigne par 
la notation 


arc cos X où. ‘arc'séc x 


l'arc qui, ayant x pour cosinus ou pour sécante, est renfermé entre les 
limites o, 7. Puisque cos p et séc p sont des fonctions paires de p, qu’on 
n'altére point en changeant le signe de p, il est clair que, si p représente 
l'argument principal de z compris entre les limites — 7, 7, on tirera de 
la première des formules (5), | 


et de la premiere des formules (8), 


pi "are séc 


Ajoutons qu’en vertu de la seconde des formules (5), y sera positif où 
négatif avec sin p, suivant que p sera compris entre les limites o, 7 ou 
0, — 7, c'est-à-dire, en d’autres termes, suivant que l'argument principal p 
sera positif ou négatif. Donc, dans les deux équations que nous venons 
d'obtenir, le double signe devra être réduit au signe de la quantité algé- 
brique y; et l'argument principal p de Îa quantité géométrique 


RL +1 


pourra ètre déterminé, dans tous les cas, par l’une quelconque des deux 


formules 

Ÿ æ 

(9) Pp = -= arc cos —; 
Vr° 4 

} Z ÿ r' 

(10) p— 7 arc séc _; 

| Vr° + 


la valeur de r étant donnée en fonction de x et de y par l'équation (4). 
Il est bon d'observer qu’en vertu de la formule (9) ou (10), l'argument 


ue ee RER Poe ne ET ; 
principal p offrira une valeur numérique inférieure ou supérieure à 5 Sui- 


vant que la valeur de x sera positive ou négative. Par suite, on tirera de là 
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formule (6), si æ est positif, 
(11) p = arc tang 7 
et, si x est négatif, 
: Y 
(12) p = arctang= ET, 


le signe + devant être réduit au signe + ou au signe — , suivant que y sera 
positif ou négatif. Ajoutons qu’un nombre qui se réduit à zéro pour x > 0, 
à l'unité pour x < 0, peut être représenté par l'expression algébrique 

P ’ q 


4(-$) 


et qu’en conséquence les équations (11), (1 2) se trouvent toutes deux com- 
prises dans la formule générale 


| — RCE ES DER 
(13) p = arc lang + 52 (r =) 
Enfin, comme les arcs + 


v z ROZ AU 
arc tang So arc en arc sin =, arc cosec 


seront égaux, aux signes près, les signes des deux premiers étant sem- 
blables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant que la valeur 
de æ sera positive ou négative, on aura identiquement 


æ RE x à 
= —— arc Sin - —= —— arc cosec — ; 
J x : a vi 


SA éd 
arc tang = = arc cot - 
“ : 


et, par suite, on pourra substituer à l'équation (13) l’une quelconque des 


formules 
(14) p = are cot © + = de — ; 
Ft ee Vz 
(15 de Le = . _ 
\ ) P Vz’ r 2 y° Vz° ? 
(16) RS on 
| ue ral) 


r étant toujours déterminé, en fonction de x et de y, par l’équation (4). 
Les formules (13), (14) et celles qu’on obtient en substituant, dans les 
formules (9), (ro), (15) et (16), la valeur de r donnée par l'équation (4), 
ne sont pas les seules qui servent à exprimer l'argument principal p de la 
quantité géométrique z = x + y i, en fonction des quantités algébriques æ, y. 
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On peut encore, après avoir réduit l'équation 
(17) X' HP EN ETES 
à la forme 

EM ri 
(18) êri D 
Fr: 

en déduire immédiatement la valeur cherchée de p, en prenant les loga- 
rithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi, en nommant p 
l'argument principal de z, 


et ar suite 
? ? 


LR, z+yi 
(19) p=;l(si2), 
où, ce qui revient au même, 

Il 1) — 1 
(20) nn 


1 


la valeur de r étant donnée, en fonction de x et y, par l’équation (4). 
D'ailleurs, si à la quantité géométrique x + yi on substitue la quantité 
conjuguée x — Fi, l'argument p changera de signe, et, à la place des équa- 
tions (17), (18), (19), (20), on obtiendra les suivantes : 


(21) 2 Jl rte ., 
de RE. Roca 

(22) te 0 

/ 1,Z—7yi 

(23) p=—-1 = , 

(24) en 


1 


Enfin, des formules (20), (24), combinées entre elles par voie d’addition, 
l’on tirera 


ee 
AD = Gétu 4 Er} 
et, par conséquent, 


: l(x+yi) —1(x— ri) 
(25) Fr ai J 


Si l'on égale entre elles les deux valeurs de l'argument principal p four- 


( 27: ) 


nies par les équations (13) et (25), on trouvera 


\ l(r+yi)—l(r—yi) 7 y x 
6) arc t: Y — TS PRE a). 
(26 arc tang = (: ) 


2i Vr° 


Si, dans cette derniere équation, l’on remplace æ par 1 et y par x, on 
obtiendra la formule 


l(1+ xi)—l(1— ri) 
1 


(27) arc tang X = , 


que l'on pourra encore écrire comme il suit : 


8) arc tang x = — on 
ue DES TNT apré 


Remarquons en outre que, si, dans l'équation 
(29) 1(z)=l(r) + pi 


on substitue les valeurs de z, ret p données par les formules (1), (4) et (9), 
on trouvera 


La? ot) pi Te arccos =>. 
M _ 


1 
2 


(30) l{x+ri)= 


RESTES 
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Sur les valeurs générales des expressions 


sinz, COSz, Sécz, cosécz tangz, cCotz. 


D’après ce qui a été dit à la page 245, si l’on désigne par z une quan- 
tité algébrique positive ou négative, on aura 


(1) ei= cos z + isinz. 

Si, dans la formule (1) on remplace z par — z, on trouvera 
(2) e7*i — cos£ — isinz; 

et l’on tirera immédiatement des formules (1) et (2) 


etes! ei e—si 


(3) COS Z2= —, SNnz = ————. 
ps À 24 

On aura d’ailleurs 

\ / I r L 

(4) Ds >  COSÉC 3 = ——) 
cos 3 sin Zz 

et 
sin z cos z 

(5) tang z — »  COt2= -— 
COS Z sin z 


Les formules (3), (4) et (5) fournissent un moyen très-simple de fixer le 
sens qu'on doit attacher aux expressions 


siNZz, COSZ, sécz, cosécz, tangzZ, cotz, 


dans le cas où z cesse d’être une quantité algébrique. En effet, les valeurs 
de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues, si l’on 
convient d'étendre les formules dont il s’agit au cas où z se transforme en 
une quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adop- 
terons désormais, permettra d'exprimer les valeurs cherchées en exponen- 
tielles népériennes que l’on calculera sans peine à l’aide des formules (6) 
et (9) des pages 245 et 246. 


Miss 
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Il est bon d’obsenver qu’en vertu des formules (3), (4), (5), 
COS 3, Sséc z | 


seront des fonctions paires de z, c’est-à-dire des fonctions qui ne seront 
LA = # L4 Ho ? > 
pas altérées quand z sera remplacé par — z, et qu au contraire 


sinz, cosécz, tangz, cotz 


seront des fonctions impaires de z, c’est-à-dire des fonctions de z qui 
changeront de signe avec z; en sorte qu'on aura 


(6) | cos(— z)— cosz, séc(— z) — sécz, 
et | : 

| sin(—z)— —sinz, coséc(— z) — — cosécz, 
(7) tang(— z)— —tangz, cot(— z) — — cotz. 


Si dans les équations (3) on pose, 
2=L+TFi, 
alors, en ayant égard aux formules 
CR er Ver (VOST -F 1si0 E), 


éme 7e (COL INNE), 


on trouvera . 
el er el —eTr : 
COS Z = —————— COS TX — 1 — sin T, 
2 D) 
(8) 
à e+eTT . Re et 
Sin Z = Se SN LI 008% 


Ces dernières formules mettent en évidence, dans cos z et sin 3, la partie 
algébrique et le coefficient de i. Les formules qui joueront le même rôle 
relativement aux fonctions 


séc z,; cosécz, tangz, cotz, 


se déduiront immédiatement des équations (4) et (5) jointes aux for- 
mules (8). 
Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte qu'on 
a. 
3'=x—7yi. 
Pour obtenir les valeurs des expressions 
sin z', COs 2’, 
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il suffira de changer, dans les seconds membres des formules (8), le signe 


de y, ou, ce qui revient au même, le signe de i. Donc les deux quantités 
géométriques 
sin z’, cos 3’ 


seront respectivement conjuguées aux deux quantités géométriques 
sinz, COSZ; 


ce qu'il était facile de prévoir, d’après la forme des équations (3), dont les 
seconds membres ne sont pas altérés, quand on y remplace i par — i. Par 
suite aussi, les quantités géométriques 


sécz", :coséc.z’, tangz’, col’ 


seront, eu égard aux formules (4) et (5), respectivement conjuguées aux 
quantités que représenteront les expressions 


sécz, cosécz, tangz, cot z. 


En joignant aux équations (3), (4), (5) l'équation (1) de la page 242, on 
étendra sans peine un grand nombre de formules trigonométriques, re- 
latives à un ou à plusieurs arcs, au cas où ces arcs deviennent des 
quantités géométriques ; et d'abord il est clair que, si, après avoir multi- 
plié chaque membre par i dans la seconde des formules (3), on la combine 
avec la premiére par voie d’addition"ou de soustraction, l’on retrouvera 


précisément les formules (1) et (2). Celles-ci devront donc être étendues 


au cas où Z représente une quantité géométrique quelconque, et l’on pourra 
en dire autant de l'équation 


(9) cos? 3 + sin?z=— 1, 


qui se déduit encore immédiatement des formules (3), ainsi que des for- 
mules (1) et (2) combinées entre elles par voie de multiplication. 

Ajoutons que, si l'on divise par cos?z ou par sin?z les deux membres 
de la formule (9), on en tirera généralement, eu égard aux formules (4) 


et (5), 


(10) séc?z — 1 + tang?z 
et 
(11) coséc?z —:1 + cot?2. 


Observons maintenant que, si l’on désigne par À une quantite entière 
quelconque positive, nulle ou négative, les diverses valeurs du produit 
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2 kri seront, en ertu de la remarque faite à la page 249, les divers loga- 
rithmes népériens de l'unité. On aura donc | . 

2kri 
(12) ee à. 


En combinant cette dernière équation, que fournit aussi la formule (6) de 
la page 245, avec la formule (1) de la page 242, on trouvera 


(13) æe+24m)i _L _. 

puis, en remplaçant z par — 2, et # par —#, 

{ —(z+2kr)i :_ ,—s#i 

{ 14) e ( / — e ; : 


Cela posé, les formules (3) donneront 

(25) cos (2z + he — cosz, sin(z+ 247) = sinz; 

et, par suite, on tirera encore des formules (4), (5); 

(16) séc(z+ 247) = sécz,  coséc(z + 2 Ar) — cosécz, 

(17) tang(z + 2 #7) = tangz, cot(z + 247) = cotz. 

Donc une des propriétés les plus remarquables des lignes trigonométriques 


sinZ, COSZ3, sécz, COsécz, tangz, cotz, 


celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable quand 
on fait croître ou décroitre l'arc z d’un multiple de la circonférence 27, 
s'étend au cas où cet arc se transforme en une quantité géométrique quel- 
conque. 


Si à un multiple de la circonférence 27 on substitue un multiple impair 


de la demi-circonférence x, l'arc représenté, au signe près, par un tel 
multiple pourra être supposé de la forme 


(24 +1)r, 
k désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative. D'ail- 
leurs, en vertu de la formule (6) de la page 245, on aura 
(18) PF CO RES 
et, par suite, eu égard à la formule (r) de la page 242, 


ets +(ek+nrli = — e‘\, et Cakeirli mom Eee 


(19) 


n 
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Cela posé, les formules (3) donneront 
(20) cos[z + (24 + 1)r] = cosz, sin[z +(ak + 1x] = — sinz, 
et l’on tirera des formules (4), (5), 
(21) séc{z+(2k+1)r] = — sécz, coséc[z + (24 +r1)r] = — coséc z, 
(22) tang[z+ (2 k + 1)x] = tang z, cot[3 + (24 +1)r]= cot z. 


Il est bon d'observer qu’en vertu des équations (15) et (16) jointes aux 
équations (20) et (21), on aura généralement 


(23) cos (2 + £r) = (— 1)" cosz, sin(z + £z) —(—:1) sinz, 
(24)  coséc(z+ kr) —=(—1)"sécz, coséc(z+ kr) —(— 1)" sécz, 


k désignant une quantité entière quelconque positive, nulle ou négative. 
Au contraire, en vertu des formules (17) jointes aux formules (22), on aura 


(25) tang(z + kr) —tangz,  cot(z + kr) = cotz. 


Ainsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente d'un arc. 
ne varient pas, quand on fait croître ou décroitre cet arc d’un multiple de 
la demi-circonférence 7, s'étendent au cas où ce même arc se transforme 
en une quantité géométrique. 

On peut généraliser de la mème manière les relations qui existent entre 
les lignes trigonométriques de deux arcs dont l’un est le complément ou le 
supplément de l’autre. 

On dit que de deux arcs z, 2’, l’un est le complément de l’autre, lorsque 
ces arcs satisfont à la condition 


(26) += 


En supposant cette définition étendue au cas même où les arcs se transfor- 
ment en quantités géométriques, on obtiendra toujours pour complément 


de l'arc z l'arc = — z; et, comme la formule (6) de la page 245 donnera 
(a ei, 4 ei, 


on tirera de la formule (r) de la page 242 


Æ ‘ ni : 
DE (2): . i (50): … £i 
(28) ee = n - — ie, 
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et des formules (3) 


(29) cos (7 — ) + siNz, sin (£ — z) = COS Z. 
Par suite aussi, l’on tirera des formules (4) 

(30) séc É — :) VORCS;, 

et des formules (5) 

(31) tang (£ — :) S— COLZ. 


En renversant la dernière des formules (29) et les formules (30), (31), on 
obtient les suivantes : 


SLR é PO k T 
(32) cosz —sin|-— 7}, cosécz — séc| = — 2, cot 2 = tang (7 — z . 
2 2 / \2 
Celles-ci pourraient être considérées comme un moyen de définir générale- 
ment les trois lignes trigonométriques 


COSZ, CoséCz, cotz. 


Elles montrent que le cosinus, la cosécante et la cotangente de l'arc z sont 
toujours le sinus, la sécante et la tangente du complément de cet arc. 

On dit que de deux arcs z, z’, l’un est le supplément de l’autre, lorsque 
ces ares satisfont à la condition 
(33) ” 2+2'="r. 
En supposant cette définition étendue au cas même ou les arcs se trans- 
forment en quantités géométriques, on obtiendra toujours, pour supplé- 
ment de l'arc z, l'arc r — z. D'ailleurs, si l’on pose £ — 1, dans les for- 
mules (23), (24), (25), et si, en même temps, on y remplace z par — z, 
on tirera de ces formules jointes aux équations (6), (7), 


(34) COS (7 — z) — — COS, sin (7 — 3) —sinz, 
(35) séc(r — z)— — sécz, coséc(r — z) — cosécz, 
(36) tang(rx — z) = — tangz,  cot(r — z) = cotz. 


Il résulte en particulier de ces formules que le sinus et la cosécante ne va- 
rient pas quand on remplacé un arc par son supplément. 

Supposons maintenant que z, z' soient deux quantités géométriques 
quelconques. On tirera des équations (3), combinées avec la formule (1) 
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de la page 242, 
etietite-sip—si 


: cos (z +2’) — : , | 


(37) \ ettesi— e—sip—si 
sin (2 + 2) — ER 
\ 21 


? 
et, par suite, eu égard aux équations (1) et (2), 


(38) 


cos (z + z') — cos z cos z' — sinzsinz/, 
sin (z+ z') — sin z cos z’ + sin z’ cos z. 


Si, dans ces dernieres formules, on remplace 3 par — z, elles donneront 


(39) 


| cos (2 — 2’) — cos z cos z’ + sin z sin 3’, 


sin (2 — 2’) — sin z cos z’ — sin z’ cos z. 


Donc les formules (6) et (7) de la page 221 continuent de subsister dans le 

cas où l’on remplace les arcs p et p' par deux quantités géométriques z 

et 2; 
Ajoutons que des formules (38) et (39) on tire non-seulement 


tang z + tang z’ 


(do) tang (2431) 1— tangztang 7 


tang z — tang z’ 
? 
1 + tangz tang z’ 


tang (2 — z')— 
mais aussi 
Gr) ee. : (z — 2°) —*2cos z cos z’, 

cos (3 — 3’) — cos (z + z') — 2sin zsin 2’, 

{&a) sin (z+ 2’) + sin (3 — z') —»sin zcosz', 
2 

‘ sin (3 + 2’) — sin (z —z') — 2coSzsinz'; 


4 4 


: Zz + Z Zz —Z 
puis, en remplaçant z et z' par et par , 

z z' 72 
COS Z + COS Z/ — 2C0S cos ; 

(43) 3+ 3 z— z! 
COS Z2/— COS Z —= 25sin sin ; 

: : ZA TS 2 —2 

sin 3 + Sin z/—= 25sin : cos re | 


: à Z Z É 
sin 3 — Sin Z= 2C0S sin 
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Remarquons encore que de la formule (1) de la page 242 on tire 


i ' " ' " , ", 
ete’ e? = e?+2 e? — et+tz+2 : 


et généralement 
(45) e’e* e* ... — ets +z re. 


quel que soit le nombre # des quantités géométriques z, z', z”,.... Si, dans 
l'équation (45), on suppose z= z’=— z”—..., on trouvera 


(46) (e“ÿ —e", 
On aura, par suite, 

(47) Con} AAA Er) msi 
ou, ce qui revient au même, 


(48) (cos z + isin z)"— cos n7z + isinnz, 
4 . ce 
à (cos z — isin z)’— cos ?z — isin 72; 

et de ces deux dernières formules, combinées par vote d’addition et de 
soustraction, l’on conclura que les équations (10) de la page 221 peuvent 
être étendues au cas où l'arc p se transforme en une quantité géomé- 
trique z. La même remarque s’appliquera aux équations (11), (12) de Ja 
page 222 et aux équations (56), (57) de la page 231. 
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Sur les valeurs générales des expressions 


arctangz, arccotz, aresinz, arcCOSz, arcsécz, arc COséc =. 


$ 1“. — Formules qui déterminent ces valeurs et les font dépendre des logarithme: 
principaux de certaines quantités géométriques. 


D'apres ce qui a été dit dans l’avant-dernier article, si l'on désigne 
par z une quantité positive où négative, on aura 


1+-2i 


I 
(1) arc taugz = —1- = 


ou, ce qui revient au méme, eu égard à la formule (8) de la page 263, 


l{abzi} — (1 3i) 
21 


(2) arc tang z — 


De plus, comme un arc, dont z serait la cotangente, aurait pour tan- 


I , r 
sente -; on trouvera encore généralement 
I 
(3) arc cot z —= arc tang —- . 
1 3 j 4 ng : 


Ajoutons que si z, offrant une valeur numérique inférieure à l'unité, re- 


+ ° : Es pe : ; SE À 
présente le sinus d'un arc compris entre les limites — de cet arc aura 


pour cosinus la quantité positive {1 — z?, et pour tangente le rapport 
vi—z 
On aura donc encore 


(4) arc sin Z = arc tang ——- 

Vi—7 
Enfin, on aura évidemment, pour une valeur numérique de z inférieure 
à l'unité, 


=» LA - 
{3) arc COS Z — = — arc Sin Z, 
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et, pour une valeur numérique de z supérieure à l'unité, 


r Ê , 1 
(6) arc Séc Z — arc COS -» 


(7) arc coséc Z — arc sin 


1 | 


Les formules (1) ou (2), (3), (4), (5), (6), (7) fournissent un moyen 
tres-simple de fixer le sens qu'on doit attacher aux expressions | 


arc tangz, arc Cotz, arc Sin Z, arccosz, arcsécZ, arc COSéC z, 


dans le cas où z cesse d’être une quantité algébrique. En effet, les valeurs 
de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues si l'on con- 
vient d'étendre les formules dont il s’agit au cas où z se transforme en une 
quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adopterons 
désormais, permettra, eu égard à la formule (1), de réduire la détermina- 
tion des valeurs cherchées à la détermination des logarithmes principaux 
de certaines quantités géométriques. Si l’on veut, en particulier, obtenir 
la valeur générale de arc sin z exprimée à l’aide d'un ou de plusieurs 
logarithmes principaux, il suffira de joindre à la formule (1) la formule {4}. 
de laquelle on tirera 


, 1 1 
arc sin 3 — — Î 7 
21 p- 
E— —— 1: 
vVi—s= 
ou, ce qui revient au même, 
È 4 I fI— 2 + zi 
(8) RE 
21 ÿr—z — 2: 


D'ailleurs, l'argument principal de 1 — 2? étant compris entre les limites 
— #, +2, le radical ÿ1 — =? offrira un argument principal compris entre 
les limites — 2 = par conséquent, une partie algébrique positive; _ 
comme des deux quantités opposées 


— Zi, + Zi, 
. . = L4 - « SE sr, 7 = 
l'une jouit nécessairement de la même propriété, on pourra encore en dire 


autant de l'une des deux quantités géométriques 
Va—2+zsi, Vi si, 
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dont le produit se réduit à la quantité positive 1. Donc, en vertu du 
1° théorème de la page 265, on aura 


{ 


] = = 12% zil " 1[Vr= 7 — zi |. 


Ajoutons que de cette dernière formule, jointe à l'équation 
[Vi + zil HIT - zil= 0, 
on tirera 


“1 VI 7 + zi 
2 Wii 7— zi 


= [V1 2 + zi] = —Hyr=#- il. 


Par conséquent, on pourra encore présenter l'équation (8) sous l’une ou 
l’autre des deux formes 


. (9. | arc sin z==1 [V1 2 + si], 
(10) | arc sin z — — {1 Vi 2 = il. 


I est bon de rappeler que le coefficient de i dans un logarithme népé- 
rien principal est toujours un argument compris entre les limites — 7, 
+ 7. Cela posé, on conclura immédiatement des formules (1), (3), (4) 
et (7) que, dans la valeur générale de chacune des expressions 


arc tang Z, arccotz, arcsinz, arc Coséc z, 


: re . ; us Tr « 
la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites — LUS 


par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif, On conclura, au con- 
traire, des formules (5) et (6) que, dans la valeur générale de chacune des 


expressions 
arc COS Z, arc SéC Z, 


la partie algébrique sera .toujours un arc renfermé entre les limites 0, #, 


par conséquent, un arc dont le sinus sera positif. 


$ II. — Sur les quantités géométriques 
arctangz, arccotz, arcsinz, arccosz, arcsécz, arc cosécz, 


considérées comme fonctions inverses. 


Les définitions admises dans le paragraphe précédent sasisfont à une 


( 283 ) 
condition qu’il importait de remplir, et réduisent les quantités géométriques 
« 
arc tangZ, arc cotz, arc sinz, arc COSZ, arc SéCZ, arc COséC Z 


à des fonctions de z inverses de celles qui ont été désignées sous les noms 
de tangente, hr state sinus, Cosinus, sécante et cosécante. Ainsi, par 
exemple, on prouvera sans peine que la fonction de 3, représentée par la 
notation arc tang z, est inverse de celle qui a été nommée fangente, ou, 
en d’autres termes, que la fonction arc tang z à pour tangente la variable z. 
On y parviendra en effet comme il suit : 

Posons, pour abréger, 


(1) Z = arc tang z. 


On aura encore, eu égard à l'équation (1) du $ I“, 


I 1+3i 
£a Al cé] 
2T 1-21 


par conséquent 


PE nd 
F=— 21 
et â 
à lettre e— 2 
(2) & dir FRA EE ai 
x le T1 L'ef+eT#! 


Mais, d'autre part, on aura, en vertu deséquations (3) de l’article précédent, 


Zi Enr Zi ss: 
+ e Û ee —e 
COR Me — 
2 M à 
par conséquent 
in Z 1 eZi ge Zi 
tang Z — = + be F- 
s Z 1 eZi 4 e-2i 


Donc la formule (2) donnera simplement 
(3) : | z = tang Z. 


Or, des formules (r) et (3), comparées l’une à l’autre, il résulte qu’en vertu 
des définitions admises dans le $ I*, la notation arc tang z satisfait à la 


condition qu’il convenait de Hiblir, et représente une fonction inverse 
de la fonction tang z. 


Si à l'équation (1) on substituait la suivante 


(4) Z = arc cot 3, 
36... 


( 84) 


alors, eu égard à la formule (3) du $ I‘, on aurait encore 


| 
s 


Z = arc tang … 


par conséquent 


I sin Z 1 
us tang Z  çosZ — cotZ’ 

et 

(5) z = cot Z. 


On en conclurait qu’en vertu des définitions admises dans le & [, arc cot z 
est une fonction inverse de cot z. 
supposons maintenant 


(6) Z = arc sin z. 
.+ 
Alors, en vertu des équations (9) et (10) du $ I“, on aura 


[Vi 2 +zil=Zi, Iÿr-2 <a] — Zi, 


par conséquent 
Vi 2 + zi = e/\, Vi 2 zi = ei, 

puis de ces dernières formules, combinées entre elles par voie de sous- 

traction, l’on tirera 


hime  —6e *;; 
par conséquent 
eZi Zi 
2 - 
21 
ou, ce qui revient au même, 
(7) 3 = sin Z. 


On en conclura qu’en vertu des définitions admises, arc sin z est une fonc- 
tion inverse de sin z. 

Si l’on supposait 
(8) ; 2} —"arc.cos 2, 


alors, eu égard à l'équation (5) du $ I*, on trouverait 


. T . 
Z = - — arcsinz, 
2 
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par conséquent 
. TT 
arc sin 2 = = — Z, 


et 


: 2=sin(? 2) 
} 2 ; 


ou, ce qui revient au même, eu égard à la seconde des formules (29) de 
l’article précédent, 
(9) +087 Z = Cos Z. 


On en conclurait qu'en vertu des définitions admises, arc cos z est une 
fonction inverse de cos z. 
Enfin, si l’on supposait 


(10) Z = arc sécz, 
on aurait encore, eu égard à la formule (6) du $ I“, 
I 
Z = arc cos mé 


par conséquent 


et 
(11) ° z — séc Z ; 
et, après avoir ainsi reconnu que arc séc Z est une fonction inverse de séc z, 


on prouverait par un raisonnement semblable que arc coséc z est une fonc- 
tion inverse de coséc z. 


$ IL. — Sur les formules qui mettent en évidence la partie algébrique et le coefficient de 1, 
dans chacune des expres$ions 


arctang z, arccotz, arc sinz,.…. 
Si dans les expressions 
arc tang 3, arccotz, arcsinz, arccosz, arc séCZ, arc COSéCZ, 
on réduit z à la forme | 
(1) 3= & +'Yÿi, 


x et y étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions pourra 
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être réduite à une forme semblable, et, pour opérer une telle réduction, 
il suffira de joindre aux formules établies dans le $ I la formule (30) 
de la page 271. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Si à la formule (1) on joint l'équation (2) du premier paragraphe, on 
trouvera 


f 


Li LT SR 
(2) arc tang z = (1= x + xi) (G+y—zxi) 


21 


D'ailleurs, en remplaçant, dans la formule (30) de la page 271, y par x 
et x par 1— y, où y par — x et x par 1+ y, on aura 


li —y+æi) = = 1[æ + (1 y}] + D arc COs — 
 s 


h IHY 
T4 y vi) 51 Et + a+ iite né din Ps Fer 


Par conséquent, la formule (2) donnera 


Le mer À I y 
arc tang Z = — are cos : + arc cos | 
(3) : Ve ++ Ve+ Gr} 
il +0+y)) (a+ r)) 
2 2 


Si à l'équation (2) du $ I* on substituait l'équation (1) [ibidem |, alors, 
en ayant égard à la formule 


is ti—y+aei À (ER af — pe ia y sai 7 
Ii  1+y<ai (ty) æat Efi+s) +7 


et à l'équation (30) de la page 271, on trouverait d'abord | 


| ne US d'UNTE 
(4) arc tags = les 
puis x , 
dé | ER 2 : 2 , 
= 2 arc cos Pac of SM , Bon An Re 
2 Va : Ve +R) Van 4 s+G—r} 


En comparant l’une à l’autre les valeurs de arc tang z, données par les 
formules (3) et (5), on trouve 


(5) arc tang z = 


1+ I Y 
arc cos 4 Fr aTC COS 4 


Ve +G+r) Va +(i— 7) 


1—x— y? 


Vert Vtt 


6) 


{ 
À 
\ 


= àrc cos 


( 287) 
Au reste, pour établir directement la formule (6), il suffit d'observer que 


les arcs Ç 
1+ x 1— 
are cos T > arc cos = 


{ Vz+(i+r}) Ver+ (ir) 


ont pour siqus respectifs les deux rapports 


Vz° Vz° 


Ve ++) Ve+(—y} 


9 


qu’en conséquence la somme de ces arcs a pour cosinus Île rapport 


ad. à 4 ‘rt Ÿ set LA LUR 
Ver + (+ Ve + (ir) 


et que, d’ailleurs, les deux arcs dont il s’agit étant les arguments principaux 
des binômes ‘ 
1—3i, 1+ 321, 


dont la somme est positive, doivent, en vertu du premier théorème de fa 
page 261, offrir pour somme un argument compris entre les limites — 7, 7. 

Supposons maintenant que l’on veuille mettre en évidence la partie réelle 
et le coefficient de i, non plus dans arc tang z, mais dans arc sin z, et 
réduire ainsi l’expression arc sin z à la forme À + Fi, X, F étant deux 
quantités algébriques. Il suffira de réduire à une forme semblable l’un des 
binômes 

Vie Hs tVs-12 si, : 
ou le rapport de ces binômes; puis, de recourir aux formules (9), (10) 
ou (8) du $ I‘, en ayant d’ailleurs égard à l'équation (30) de la page 271. 
Ajoutons qu’on arrivera encore aux mêmes conclusions en opérant comme 
il suit : | 
Si l’on pose 


(7) arc sin z= Z — X + Fi, 

X, F étant deux quantités algébriques, on aura, en vertu de la formule (7) 

du $ II, | 
s = sin À 


ou, ce qui revient au même, 


Y Y —Y 


+ Re. 
: . e . ‘ 6 
x+yi=sin(X+Fi)e ES sin X +i- cos À; 
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. v $ 
puis on en conclura RAR abantra. ef 


Par Fetes Ë 
(8) T ; sin#Æ,* me — cos À. 


Si d’ailleurs on pose, pour abréger, 


AS à: A E 
+ Liu e —e bn 

(9) Eee 7 (Es, 

les équations (8) donneront - 

(10) sin À = © cos X — ? , 


LA 


et de ces dernières, combinées avec la formule 
cos? À + sin? F = 7, AN CON 
on tirera 


æ* F® 2 
(1) & ak 


Mais, d'autre part, on tirera des formules (9) 
(42) * u— = 1, 
ou, ce qui revient au même, 
55) u° =%? +1, 

. 


et l'équation (11), jointe à la formule (13), donnera 


ap? Yà 
TU À 
HI (2 


par conséquent 


pi — (a+ y? —i1)g — 7" = o. 


Donc, #? ne pouvant être qu'une quantité positive, on aura 


TH Y?—1 . RE : ns 2 
(14) = I + VE) +7}, 
et la formule (13) donnera 

2 2 2 EPS  « 
(15) a VE EE 


ÆEnfin, comme, eu égard à la première*des formules (9), & sera nécessaire- 


à Cr 2 Sa 


le - *v0g Le 
$ p* # , FA (-289 ) 
do v5 


ment pas on dé as Péfaion (15}7% 


U6) pere + EE VE LS = ent. 


OEslons maintenant qu en vertu d’une remarque faite à‘ la fin du $ I, 
la partie slgsbhique D 46 Z2= = arc. sin z sera toujours un angle compris 


entre les limites — me Pe =. Done la première. des formules (10) donnera 


EE . i 
#72 , # 


(a gs PTS A arcsin à: 
7 | | 


et la seconde dévra fournir une REA positive dei cos À; en d’autres termes, 
x et devront être des quantités de même signe. Donc la formule (14 
donnera US à 4 14 ESS *# 


1 
(18) .'v= re — Le à VE) +7 
T° ; 


et, puisqu'on tirera des formules (9), 


e — u+ y, 


on aura encore nés TES 


AS que dia formules (19) et (19), jointes à l'équation (7), on tirera 
définitivement “i. 


(29) , arc sin 3 = arc sin = + il(u + v), 


ka Sr: 4 u, v étant détottiiniées par les formules (16) et.(18). 
Remarquons encore qu en vertu de l'équation (12), présentée sous la 
forme ) 


+ L : A, LC 


: en, 5) (u+v)=7, 


+ 


a #, u æ ‘gdéront deux quantités géométriques conjuguées, et, par suite, 
cette équation | donnera [ voir la formule (32) de la page 254] 


LP L(u =») HI (u Év) = 0, 
ou, ce qui revierit au même, 
l(u+v) = —1l(u —#»). 
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RUE 


++ 


ss + 


Cage 


Donc la formule (20) pourra s écrire comme ei suit. : 
"er" er &k. fe 
(21) arcsins are sin — il (uv) | 


De l'équation (20) ou (21), jointe à l'équation (5) du $ I, on déduira: 
immédiatement celle qui met en évidence, dans arc cos 3, Ja partie algé- 
brique et le coefficient de i. En opérant ainsi, on trouvera  * 


/ ba ” 

(22) arc cos z = arc Cos = — il (u +w), 
ou, ce qui revient au même, 

(23) arc COS Z = arc COS . + LI (x — »). 


Enfin, si l’on vêut mettre-en évidence la partie réelle et le coefficient de i, 
non 44 dans chacune des expressions 


arc tang Z, arcsinz, arc COS, 
mais dabts chécére des suivantes, 


arc cot Z, arc COSÉC Z,. arc séC z, 


il suffira d’avoir égard aux formules (3), (6), (7) du $ I“, par conséquent 
il suffira de remplacer, dans les formules (3) ou (5), (20) ou (21), (22) 


u (23), 
2=x+ yi par Le —_——— ; 
la valeur de r étant 
r=Wÿx+y*; 


‘en d autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs t trouvées de 


arc tang,z, arc sinz, arc COS Z, 


FA \ F A A 
ns A ee A ; 5e 

Soit maintenant 2’ la quantité ere à conjuguée à z, en sorte que 
l'on ait. 


‘=æ- pi. 


Pour Béiéer de z à z'et de arc tang z à arc tang z’, il suffira de remplacer 
dans le second membre de la formule (3) ou (5), y par — y, ou, ce qui 
revient au même, i par — i. Donc | 


arc tang z et arc tang z’ 


L2 
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seront deux stars géométriques conjuguées l’une à l'aditre.. De plus, 
comme, en vértu de la remarque faite à la page 259, les radicaux 


ir, Vi—zt. 


seront encore deux quantités géométriques conjuguées, on pourra en dire 
autant, non-seulement des rapports 


Z 2! 
s ‘3° 
Vi—z  Vi—z 
mais aussi des expressions 


4 


» arc tang = 


? 


1— 


arc tang es 
V 


1— 7° 
ou, ce qui revient au même, des expressions 


arc sin Z, arc sinZ', 


et, par suite, eu égard aux formules (3), (5), (6), (7) du $ I, les quantités 
géométriques 


arc cot 3', arc cos z', arc séc z', arc coséc z’ 
? LL 


seront respectivement conjuguées aux quantités géométriques 
arc COtZ, arc cos Zz, arcsécZ, arc COSséC 2. 


En terminant ce paragraphe, j'observerai que les formules (20), (22) 
et (3) coincident avec les formules (107), (130) et (159) de la onzième 
lecon de mon Calcul différentiel, ou plutôt avec celles dans lesquelles elles 
se transforment quand on remplace le radical Ÿ —1 par la lettre i. Seule- 
ment, la formule (159) de cette onzième leçon était la formule (3) restreinte 
au cas où la valeur numérique de y ne surpasse pas l’unité. 


$ IV. — Surcertaines valeurs singulières des expressions arc tang z, arc cot z, arc sin z.. 


Le principe auquel il paraît convenable de recourir pour déterminer les 
valeurs singulières des fonctions se trouve énoncé à la page 45 de mou 
Analyse algébrique, dans les termes suivants : 

- « Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables qu'elle 
» renferme, une fonction d’une ou de plusieurs variables n’admet qu’une 
» seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition 
» méme de la fonction. S'il se présente un cas particulier. dans lequel la 

FX 


“à ( 292 ): 
» définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement la su de la 
» fonction que l’on. considère, on cherche la limite ou les” limites vers 
» lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s’approchent 
» indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont ass gnées; et, s’il 
» existe une ou plusieurs limites de cette espèce, elles sont regaïdées comme 
» autant de valeurs de la fonction dans l'hypothèse admise. Nous nommons 
» valeurs singulières de la fonction proposée, celles qui se trouvent déter- 
» minées; comme on vient de le dire: telles sont, par exemple, celles 
» qu’on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent 
» aussi celles qui correspondent.à des solutions de continuité. » 


Ne ne TANT MORE a 
Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singulière du rapport - 


dans le cas où, la constante a étant réelle et distincte de zéro, la variable x 
supposée réelle s’évanouit, on reconnaîtra, comme je l’ai remarqué à la 
page 46 de mon Analyse algébrique, que cette valeur singulière est double 
et se réduit à + æ . D'ailleurs le principe énoncé peut être appliqué à une 
fonction quelconque de variables réelles x, y, ou même de la quantité 
géométrique 

2=L+Y 1; 


par exemple, aux fonctions. 


l(z);, arctang z, arccotz, arc sin z, etc. 


Si Pon considère, en ‘particulier, la fonction 1 (3), et si l’on cherche la 
valeur singulière de cette fonction correspondante à une valeur néga- 
tive — r de la variable z, le principe énoncé fournira l'équation (16) de la 
page 25h c die la formule 

de, VS: 1(—r)=l(r ri à 
dans laquelle le double signe devra être réduit au signe + ou au signe — 
suivant que la quantité négative — r sera censée représenter la limite vers 
laquelle convergera, pour des valeurs infiniment PRES du nombre £, l’un 
ou l’autre des: deux binômes 


“ 


Considérons maintenant la Sonetiôi arc le 3. + on y posera: 


(1) hs ; # at 


& }, 58 


Me, étant réels, on oué déduire généralement sa ‘aleur de léqua- 


AE 
Ad 


et finie, si valeur numérique d ee Tr est inférieure à} unité, « attendu qu'a: e- # 
| lors les deux arcs ris dans î 3 


É Éto de laquelle la la us ere bre n de de évhdie.s É, 
Toutefois, cette va leur pourra | ou devenir infinie, ou %e pe sou une. fe ” 


| mir: indéterminée , nonseulement p pour des valeurs infinies deæ ou y; à d 
is encore pour d des valeurs finies de ces deux Yan re ae, > 
Ê, tant nul, le Poor à au moins des trois APE R c! Un + Da," 


Lo 


vi 2 l ‘TA L':#,-.48. 1 
æ EE = 7 +2 
. 2 


Fe LA a? +( ŒNPE 


er +2 


HAS 0 ; 
L a Oo 
té ' p?\ # . * * . set # is ‘4 


se 


% F4 £ + Ji D | er 5 » » V: EL : He, à LE, % Ve 
É : ps LI , % 
la formule. 2) ne cessera pas 18 de fournir pour arc tang zune Ÿ ET M unique # 


do NS , ce a. 


valeur cherchée à * 5%: 


ÉE Se La Pac 
rs Re : 
5 GAS 2 FT a 
Or ét e it CR AUTR te & 
Mais, si l'on a simultanément der. k 
sd ms NS: à 
" se É< AR ot 
és AN PAL UT 7 e 
alors, Fun des rappo rts 
. 
dé 2" 
: à 1 
# PAL *: É & ” 
étant réduih à l'units; l'autr 
cosinus se un à à >, l'a 
Fe de x, le )P S et ee ‘e 
Se. : RE FA SRE HE 
L FE “ ARS -S 
W RS # 


2 


Fi $ à Se | 
eo 4 
ou négatives, on tirera de. 
FA Re * : V4 HN. \ 
A nie DE | È T 1 F +] 2 
"> Mc tan = + -+-1 (+) / x 
hs 8 (ri) = SIA EE | 
Ou, ce qui revient au re { 
3 arc tang (y = ++ 121 
{ ) ue 8 (ri) re 9 qu _ l Ÿ —1 ' \ 


le double signe + devant étre réduit au signe + ou au signe —, suivant 
que la quantité géométrique Ji sera considérée comme la limite vers 
- laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du nombre e, l'un 


où l’autre des deux binômes 


E+Yi, —e€e+ pi. 
Enfin, si l’on avait, simultanément, 


démo, pr 


- et, par suite, 


_alors, des deux rapports 


> A ARE ms À 
Vr + (1+y} Vz+(i=7y} 


- l'un se réduirait à l’unité, tandis que l’autre se présenterait sous la forme 


indéterminée 


de We | 0 
Dies, ces mémes rapports étant respectivement égaux aux deux 
proue | 


1+y À ; 6% Hg 1—Y I "4 


"AN D 


celui qui se présenterait sous la forme = 5 pourrait être censé avoir pour valeur 


l’une quelconque des quantités iriques comprises entre les limites — 1, 
+ », cette valeur dépendant des signes attribués. aux quantités fdiiiment 
petites. 2 


B 1TY;, 


et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantités, tandis 


que x convergerait vers la limite o, et y vers la limite — 1 ou +r. Cela posé, 


<s 


Re ; Fig 


» 
ER. 


en désigpans Pa 


Cr | 


LI 


l’une quelconque des quantités algébriques comprises entre sidi lies —1, 
+ 1, et en supposant ÿ =1 ou FFATUOR devra remplacer la formule (3) ) 


par Vie des lormules “5e * 
(4): arc tangi= © M (—1, 1) + © .i, : 
(5) arc tang(—i) == M(—i, 1) — æ.i. 


Il est bon d'observer que, si, en supposant x nul, on attribue à y une 
valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (3) 


(6) arc tang 3 ="+ 


D IA 


la valeur de z étant 2= + .i. Ajoutons que, si, en supposant la valeur 
de x distincte de zéro, on attribue à chacune des variables x, y ou à une 
seule d’entre elles, une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la 
formule (2): 1° six >0o, 


(7) arc tang z = =; 


2 si.æ <'9; 


DIX 


(8) . arc tang 2 = — 


Les valeurs singulières que nous avons obtenues pour la fonction 
arc tang z, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient encore 
se déduire avec la plus grande facilité, non-seulement de l’équation (5 )'du 
$& III, mais aussi de l’équation (2) du $ I*, c’est-à-dire de la formule 
1(r +zi) — 1 (ti) 
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(9) +. arc tang 3 = 


Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de z, pour lesquelles la 
fonction arc tang 2, sans devenir infinie, cesse d’être complétement déter- 
minée. Ces valeurs ne pourront être que l’une de celles qui réduisent à à une 
quantité négative Fu des binômes 


re I+ Zi, I1— Zi 
placés sous lé signe É dans le second membre de la formule (2). Or cette 
dernière condition né pourra être évidemment remplie que dans le cas 


? 
|. he è a 


».* 


Li 


a 


ie “ae 206 
quantité algébrique supérieure,» abstrac- 
tion faire ‘ae sigue, al l'uné, à est-à-dire dans le cas où l’on gura” 


Se 


et, LAN: w QE 1 UE lag \ 
* cr œ F. k : ° 
{ F 


D'ailléurés en adoptif la valet : re de z, on n déduit immédiatement 
à ÉREUA 6) del ‘équation (9) jointe à la formule 


Se  IGælt)æ 


Lo kite singulières de la fonction arc tang: Z 14 connues, on déquira 
aisément de la formule | 


. I 
arc cot = arc tang - 
les valeurs singulières de la fonction arc cot z. Parmi ces dernières, on 


devra rémarquer celle qui répond à une > valeur. singulière du rapport = _ 


par Os uent, à une e valeur. nulle de z, et qui est donnée par la En 


;. on re P x Arc: Qot z= + 


? 


DIA 


# double signé + Pderant être réduit au signe +, si la valeur zéro de z est 


considérée comme une quantité géométrique dont la partie algébrique 


serait positive, et au signe — , dans. le cas contraire. 
Cherchons maintenant les FA singulières de la fonction arc sin z. On 
“les déduira sans peine de l'équation (20) du précédent paragphe, re 'est-à- 


dire de Ja formule AT a 3 MES rase 
(to) À arc sin 2 = arc sin — EE 11 (a + 0) 
dans laquelle on à É LP Ç é 
. È 1 
# one Le + ENS —1 f 
_(r1  U= | ———— he 2 
( AE PA DE k. | À % VE 2 FL. BIV£ 
; ; ‘ 1 LL 
“Æ 2 
Ua) PLV er HP VE Er ne - + y LE 
ne: Vr° 7 


En effet, il suit de la formule (10)},' jointe aux équations 11) 12 ue, 
q 
pour les valeurs finies des baie x, Y, la fonction arc sin z ac He 
généralement une valeur unique et finie, à moins que l’on n'ait 
e 2. AE k % 


T-— O. 


( 382:) à 
Ajoutons que, dans ce cas-là même, la valeur de arc on z ne cessera pas 


d'être unique, et se réduira simplement à arc sin x, si l’on a simulta- 
nément 


Ÿ 


L=O RP Cr 
Mais si l’on a simultanément, 
Wei Vi. ET MY, 
les formules (11), (12) donneront 
u = Vx?, p= + Va? — 7, 


et, par suite, l'équation (10) donnera 
ZT 
(13) arc sin æ = arc sin = + i 1 (x? + x? +1); 


le double signe + devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant 
que la valeur x de la variable z sera considérée comme la limite vers laquelle 


converge, pour des valeurs infiniment petites du nombre €, le premier ou 
le second des deux binômes 


T+Eeil, X—ei. 
On peut observer qu'en vertu de la formule identique 
(VX + Va — 1) (VX — Var 5) = 5, 
on aura R 
(Va? + Ya? — 1) + 1 (x? — x? — 1) = 0, 


ou, ce qui revient au même, 


L VE — Ve) 1 (NE 5), 


et qu'en conséquence la formule (13) peut s’écrire comme il suit : 


pret, PE NERO SR us à 
(14) arc sin x —arc sin + = + il (x? + ÿx? 1). 


Vz° 
J'avais déjà remarqué, dans la onzième leçon de mon Calcul différentiel 


[page 126 |, qu’en supposant 
2° > 17 70, 
on réduit, dans la valeur de 


arc sin (x + y ÿ—1), 
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la partie réelle à Se 


Rs, 
.$ nie , 
arc sin — » » 
Ne. 


et le coefficient de {—1 à la quantité 


LE] [Vet + Ver], \ 


qui, à cause du double signe, cesse d’être complétement déterminée. Cette 


4 


. . ÿ . 1 . . 
circonstance m'avait alors engagé à m’abstenir d'employer la notation 


arc sin x, dans le cas où, x étant réel, on a æ? > 1. M. Bjorling a eu raison 
de croire qu’il ne fallait pas se laisser arrêter par cette considération. En 
mr adoptant, sur ce point, l'opinion qu'il a émise, et qui d’ailleurs est conforme 
au principe rappelé en tête de ce paragraphe, on obtient immédiatement 
une équation qui se réduit à la formule (14), quand on y pose ÿ— 1 = i. 
Si, en supposant y — 0, on attribuait à x une valeur infinie, on tirerait 
de la formule (14), pour x = «, 


. (15) arc sin (æ)= = +il(æ), 
EE pOn TE D, 
(16) arc sin (—æ)—=—"+il(æ). 


D 


Enfin, si, en supposant y distinct de zéro, on attribuait à chacune des 
variables x, y ou à une seule d’entre elles, une valeur infinie positive ou 
négative, alors dans la formule (10) on aurait encore 1(u+v)= Æl(c); 
mais le rapport = Conserverait une valeur finie qui coïnciderait avec celle 


L 


du rapport 


5 1 1 
é x 275 3 lo 
Vr+y  ÿz. z æ 
LA e L4 À  - | 4 A 
; et dépendrait, en conséquence, du rapport => son signe étant le mème 


que le signe de x. 
Les valeurs singulières de la fonction arc sin Z étant connues, on 
obtiendra celles de la fonction arc cos 3 à l’aide de la formule 


AR 5 
arc COS Z = — — arc Sin Z, 
puis, celles de arc sécz et arc coséc z à l’aide des formules 


L4 I LA . I 
arc sec Z = arc cos " arc cosec z = arc sin x 


a j ! ‘ 
Sur les divers arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente 
ou cotangente, pour sécante ou cosécante une quantité géométrique 
donnée. 


Soit 3 une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y par 
la formule 
22 MNONT. 


D'après ce qui a été dit dans l’article précédent, à une valeur donnée de z 
correspondra généralement une valeur unique et finie Z de l’une quel- 
_conque des fonctions de z représentées par les notations 


arc Sin Z, arccosz, arctangz, arccotz, arc séc Z, arc COséc z; 


et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses de 
celles que représentent les notations sé 


sinz, Cosz, tangz, cotz, sécz, cosécz, 


en sorte que la valeur trouvée Z exprimera une racine de l’une des 
équations | 


sin Z = 2, cos Z — 7, tahg#=3z, cotZ = 7, sêc Z — 73, coséc Z — z. 


Mais, évidemment, chacune de ces dernières équations admettra, outre la 
racine Z, une infinité d’autres racines parmi lesquelles on devra ranger 
les divers termes de la progression arithmétique 


…. Z—br, Z—-an, Z, Z+an, Z+4n,.…., 


indéfiniment prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici de 

rechercher toutes les racines de chacune des équations dont il s’agit. En 

d’autres termes, nous nous proposons de trouver tous les arcs qui ont pour 

sinus où Cosinus, pour tangente ou cotangente, pour sécante ou cosécante 
38. 
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. ( 300 }) 


une valeur donnée de z. On y parvient sans peine en commençant, ainsi 
qu'on va le faire, par la recherche des arcs dont le sinus s’évanouit. 


$ I. — Sur les diverses racines des équations sin 6 = 0, cos & = 0. 


En désignant par la lettre 7 le rapport de la circonférence au diamètre, 
et par la lettre # une quantité entière, positive, nulle ou négative, on a 


généralement 
sin £r = 0; 


par conséquent l’équation 

(1) Pa sin é—0o 

a pour racine l’une quelconque des valeurs de &, comprises dans la formule 
(2) G+ kr, 

c'est-à-dire l’un quelconque des divers termes de la progression géomé- 


trique 
ab 3t;t — 2m 0,07, 27: 37... 


indéfiniment prolongée dans les deux sens. J'ajoute que ces divers termes 
sont les seules valeurs algébriques ou même géométriques de &, qui soient 
propres à vérifier l'équation (1). Effectivement, comme on a 


si ci 
. nr qu 5 
SR Ces ie 
6 2.1 k 
l'équation (1) donnera 
gi —&i 
e” sb, 
ou, ce qui revient au même, 
26i 
pis 


Donc, en vertu de l'équation (1), le produit 26i devra se réduire à l’un 
quelconque des logarithmes népériens de l’unité. Mais on a vu (page 249) 
que les divers logarithmes népériens de l’unité se réduisent aux diverses 
valeurs du produit 

24Ti, 


k étant une quantité entière. Donc l'équation (1) donnera 


26i—=2kni, 


( 301 ) 
k étant une quantité entière ; et, par suite, 
CAT. 
Si à Féquation (1) on substituait la suivante, 
(3) ; 098 € = 0, 


il suffirait, pour résoudre cette dernière, d'observer que l’on a généralement 
. T ‘ T 
mn — — =, ut sin Monte ras : 
cos & = sin (7 5)= (e =) 


En conséquence, les diverses valeurs de &, propres à vérifier Féquation (1), 
seront encore celles qui vérifieront la formule 


(4) sin (5-2) x O. 

Or ces diverses valeurs de £ seront données par la formule 
ee er 

de laquelle on tire 

(5) &: sa kr + = 


k étant une quantité entière quelconque. 
$ II. — Sur les diverses racines des équations sin % —2, cos & —z. 


Supposons maintenant que, z étant une quantité géométrique quelconque, 
l’on demande les diverses racines de l’équation 


(1) sin = 2 
L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc sin Z, de sorte qu’en posant 


Z = arc sin z, 
on aura 
sn 2 =2% 


Donc l'équation (1) pourra être présentée sous la forme 


sin % — sin Z, 


N à 
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ou, ce qui revient au même, sous la forme 
sin & — sin Z — o. 


D'ailleurs, en vertu de la seconde des formules (44) de la page 278, on aura 
ES | 


ù ; * Lt +Z 
sin % — sin Z — 2 sin Ur ui 
Donc l'équation (1) donnera 
Ji —2Z + +Z 
sin cos 4 


+ 


x De “ % 
et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 


\ . b—Z 
(2) Sin —— = 0, 
où 
à AREA 
(3) Cos TUEÉ 4 oi 
2 


Mais, en vertu des principes établis dans le $ 1‘, les diverses valeurs de à, 
propres à vérifier les équations (2) et (3), seront données par les deux 
formules | 


me L+Z 


EE UP 


= kr + —. 
: 2 


ou, Ce qui revient au même, par les deux formules 
(4) + — Z+o2knr, 
(5) 2=(24+nr—Z, 


À étant une quantité entière quelconque. Donc les diverses racines de 
l'équation (1) seront précisément les valeurs de * fournies par les équa- 
tions (4) et (5), que l’on peut encore écrire comme il suit : 


(6) % = 247 + arc sin z, 
(7) © = (247 +1)r—arc sin z. 


En raisonnant de la même manière, et en ayant égard à la seconde des 
formules (43) de la page 278, on reconnaîtra que l'équation 


(8) cos % — 3 


à pour racine, non-seulement fa quantité géométrique Z, déterminée par 
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la formule 
£.= atc COS 5: 


mais encore les diverses valeurs de #, propres à vérifier les deux équations 


(9) sin 257 


— O, 


. L+Z 
(10) D æe @, 


c’est-à-dire les diverses valeurs de % comprises dans les deux formules 


(x 1) 5 —2kr+2, 

(12) ‘b—o2kr—-2, 

ou, ce qui revient au même, dans les deux formules 
(13) % — 2k7 + arc cos z, 
(14) % — 247 — arc cos z, 


k étant une quantité entière quelconque. On arriverait aussi à la méme 
conclusion en observant que pour résoudre l'équation (8) il suffit de 


, 1 . \ . , "| à \ 
À r ir écrit - — & à | . 
résoudre l’équation (1), apres y avo ; — % à la place de la lettre + 
$ Il. — Sur les diverses racines des équations tang & —z, cot & —z. 


Supposons maintenant que, z étant une quantité géométrique quel- 
conque, l’on demande les diverses racines de l'équation 


(1) tang & — z. 


L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc tang z, de sorte qu'en posant 


Æ == arc lang z, 


on aura 
tang Z = z. 


Donc l'équation (1) pourra être présentée sous la forme 


tang * — tang Z, 


:& 
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ou, ce qui revient au même, sous la forme 
tang % — tang Z —0o. 


Mais on aura d’ailleurs | 


sin & sin Z sin (È—Z) 
tang % — tang Z — = = tent 
57 8 cos & cos Z cos & cos Z ” 


par conséquent | 
tang  — tang Z = sin (X — Z) séc % séc Z. 
Donc.l’équation (1) donnera : 
sin (% — Z) séc % séc Z — 0, 


et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 


(2) sin(t—Z)—0 
ou 
(3) séc & séc Z = 0. 


Mais, en vertu des principes établis dans le $ [*, les diverses valeurs de 5, 
propres à vérifier l’équation (2), seront données par la formule 


© —Z—=kr, 
ou, ce qui revient au même, par la formule 

DL AT, 
que l’on pourra encore écrire comme il suit, 
(4) ? — arc tang 2 + kr, 


k étant une quantité entière quelconque. 
Quant à l'équation (3), elle ne pourra se vérifier que si l’on à 


(5) séc Z — 0 
ou 
(6) SéC & = 0. 


Mais d'autre part, en vertu de la formule (10) de l’avant-dernier article, 
on aura 

séc? Z= 1 + tang®Z = 1 + 2° 
et 

séc? % = 1 + tang? & — 1 + 22. 


ce à 
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Donc l’équation (5) ou (6 )ne pourra se vérifier que dans le cas où l’on aura 
1+ 2 = 0, 
ou, ce qui revient au même, 
Fr 


et, par suite, 
(a) (Harris rd9 D 
D'ailleurs, dans ce dernier cas, l’équation (1), réduite à la forme 


: tâng  — + i, 
donnera 
tang? & — — 1, 
ou, ce qui revient au même, 
« sc? = ,0; 


elle entrainera donc la formule (6), que l’on pourra écrire comme il suit : 


#4 I 
(8) cos * — = 
Il ya plus : comme on à 
Li me ef à 
e 
Cos À —= cs & ; 
l'équation (8) donnera . 
6 Fe “ile L 
(9) > = o » & 


et, comme à une valeur finie de l’exposant $i corr&pond toujours une 
valeur finie de chacune des exponentielles 
e® i 0e Li 
il est clair qu’on ne pourra satisfaire à la formule (9) en attribuant à la 
quantité géométrique % une valeur finie. Donc, dans le cas dont il s’agit, 
les diverses racines de.l’équation (1) deviendront infinies, y compris celle 
que nous avons désignée par arc tang z. Cette conclusion s'accorde avec 
les résultats obtenus dans le dernier paragraphe de l’article précédent. On 
doit même remarquer que, dans le cas où l’on a 2 — +i, la valeur de 
arc tang z, devenue tout à la fois indéfinie et indéterminée, est une valeur 
singulière, déterminée par la formule (4) ou (5) de la page 295. 

En définitive, si on laisse de côté le cas où l’on a 3 = + i, et où les 
diverses racines de l’équation (1) deviennent infinies, les valeurs de ces 
diverses racines seront toutes fournies par l'équation (4). 
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Si l'équation (1) était remplacée par la suivante, 
(10) cot & = 2, 


on pourrait présenter cette dernière sous la forme 
(11) tang Ÿ — - ; 
z 


et de ce qui vient d’être dit, l’on conclurait immédiatement que les diverses 
racines de l’équation (1 1)sont, en général, les diverses valeurs de # données 
par la formule 


= arc tang = + kr, 


ou, ce qui revient au même, par la formule 
(12) X — arc cot z + £z. 


Toutefois, cette formule cesse d’être applicable dans le cas où lon a 
z = +i, et où les diverses racines de l’équation (11) deviennent infinies. 


& IV. — Sur les diverses racines des équations séc X — z, coséc & — z. 


Après avoir obtenu, par la méthode exposée dans le $ IT, les diverses 


racines des équations 


. sh 6 —3, Cor —2, 


on obtiendra sans peine les diverses racines des équations 
(x) ® coséc & = 2, 
(2) séc % = 3, 


x 


en présentant ces dernières équations sous les formes 
. I I 
sin b—-; Ccosb —=-- 
z zZ 
On reconnaitra ainsi que les diverses racines de l’éqüation (1) sont données 
par les deux formules 
(3) © — 2k7 + arc coséc z, 
(4) & — (24 + 1)r — arc coséc z, 
et les diverses racines de l’équation (2) par les deux formules 
(5) ? — 2k7r + arc séc z, 


(6) % — 247 — arc séc z. 
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, $ V.— Résumé. 
Soit une quantité géométrique propre à vérifier, comme racine, l’une 
. des équations 
sinSzæ%, cost —z, tangb—3, coté —z, séct=—7, coséct = 3; 
et nommons Z celle des valeurs de % qui se trouve représentée par l’une des 
notations 
arcsinz, arccosz, arctangz, arc COtZ, arc Séc 3, arc coséc z. 
Les diverses valeurs de &, ou, en d’autres termes, les diverses racines de 
l'équation proposée, seront en nombre infini et de deux espèces. Les unes 
seront toujours données par la formule 
(1) % = 247 + 2, 


k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative : et, pour 
déduire de celles-ci les autres racines, il suffira généralement de remplacer, 
dans le second membre de la formule (r), la quantité Z par la quantité — Z 
s’il s’agit de résoudre l’une des équations 


« 


(2) .__ Lost =7,  coséc à = 2; 

par la quantité rx — Z, s’il s’agit de résoudre l’une des équations 

(3) sin = 7, Coséc & = 2; 

enfin, par la quantité x + Z, s’il s’agit de vérifier l’une des équations 
(4) tang* =, cotX — 2. 


Cela posé, les racines cherchées, ou, en d’autres termes, les diverses valeurs 
de * seront fournies, dans le premier cas, par la formule 


(5) % —2knr+ 7, 

dans le second cas, par la formule 

(6) = (ar+;)ræ (2), 
et, dans le troisième cas, par la formule 

(7) : X — kr *P> 2, 


la quantité £ étant ici substituée à l’une des quantités entières 24, 2 4 + 1 
Ajoutons que, dans le cas particulier où l’on à 2 = + i, les diverses râcines 
deviennent infinies, ce qui rend illusoire la formule (7). 
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Sur les fonctions des quantités géométriques. 


Lorsqu'en adoptant les principes établis dans les articles précédents, on 
substitue aux expressions imaginaires les quantités géométriques, les varia- 
bles imaginaires ne sont autre chose que des quantités géométriques varia- 
bles. Reste à savoir comment doivent être définies les fonctions de variables 
imaginaires. Cette dernière question a souvent embarrassé les géometres ; 
mais toute difficulté disparait, lorsqu'en se laissant guider par l’analogie, 
on étend aux fonctions de quantités géométriques les définitions générale- 
ment adoptées pour les fonctions de quantités algébriques. On arrive ainsi 
à des conclusions singulières au premier abord, et néanmoins tres-légi- 
times , que j'indiquerai en peu de mots. 

Deux variables réelles, ou, en d’autres termes, deux quantités algébri- 
ques variables sont dites fonctions V'une de l’autre, quand elles varient 
simultanément, de telle sorte que la valeur de l’une détermine la valeur de 
l’autre. Si les deux variables sont censées représenter les abscisses de deux 
points assujettis à se mouvoir sur une même droite, la position de l’un de 
ces points déterminera la position de l’autre, et réciproquement. 

Soit, maintenant, z une quantité géométrique qui représente l’affixe d'un 
point A assujetti à se mouvoir dans un certain plan (page 216). Nommons 
r le module, et p l'argument de la quantité géométrique z, c’est-à-dire le 
rayon vecteur mené, dans le plan dont il s’agit, d’une origine fixe O au 
point mobile À, et l'angle polaire formé par ce rayon vecteur avec un axe 
polaire OX. Soient, enfin, x, y les coordonnées rectangulaires du point À, 
mesurées à partir de l'origine O sur l'axe polaire OX, et sur un axe perpen- 
diculaire OY. Non-seulement on aura 

x=rcosp, Yy—=rsinp 
et 
() 1 pi 


mais, de plus, en posant 
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on trouvera (page 216) 
(2) 3=L+TYI. 
Pareillement, si l’on nomme 
Z l'affixe d’un point mobile B; 
R, P le module et l’argument de Z, ou, ce qui revient au méme, les 


coordonnées polaires du point B; 


X, Y les coordonnées rectangulaires du même point, on aura non-seu- 
lement 


(5) Z—=R», 
mais encore 


Cela posé, si, comme on doit naturellement le faire, où étend aux fonctions 
de quantités géométriques variables les définitions généralement adoptées 
pour les fonctions de quantités algébriques, Z devra être censé fonction de z, 
lorsque la valeur de z déterminera la valeur de Z. Or, il suffira pour cela 
que X et Ÿ soient des fonctions déterminées de x et y. Alors aussi la 
position du point mobile A déterminera toujours la position du point 
mobile B. 

Les propriétés que possède une fonction. peuvent être de deux especes 
différentes. En effet, ces propriétés peuvent subsister pour des valeurs quel- 
conques de la variable dont cette fonction dépend. Mais il peut arriver 
aussi que certaines propriétés subsistent seulement pour certaines valeurs de 
la variable, par exemple s’il s’agit d’une variable réelle x, pour les valeurs 
de x comprises entre deux limites données a, , et, s’il s'agit d'une varia- 
ble imaginaire z, pour toutes les valeurs de 3 propres à représenter les 
affixes de points renfermés dans une certaine aire plane $ que limite un 
certain contour. ; 

Les propriétés des fonctions étant généralement exprimées par des équa- 
tions ou par des formules, il suit de ce qu’on vient de dire que certaines 
équations ou formules subsistent seulement entre certaines limites. Cette 
conclusion s 'acéorde avec une remarque sur laquelle j'ai insisté dans mon 
Analyse algébrique (Introduction, page üj), savoir, que la plupart des 
formules algébriques subsistent uniquement sous certaines conditions et pour 
certaines valeurs des quantités qu’elles renferment. Ainsi, par exemple, 
z = r, étant une quantité géométrique variable, ou, en d’autres termes, une 
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variable imaginaire, l'équation k 


(5) ——=1+2+ 2 +... 

ne sera généralement vraie que pour un module r de z inférieur à l'unité, 
c'est-à-dire pour des valeurs de z propres à représenter les affixes de points 
situés à l'intérieur du cercle qui a l’origine pour centre et l’unité pour 
rayon. Si l’on supposait précisément r — 1, la série 


2 
RO re 


dont la somme constitue le second membre de la formule (5), serait diver- 
gente, à moins toutefois que l’on n’eût z = 1. D'ailleurs, dans ce dernier 
cas, les deux membres de la formule (5) devront être évidemment rem- 
placés par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis que z s’appro- 

che indéfiniment de l'unité, et il est clair que ces limites se réduiront pour 
le premier membre à l'infini positif ou négatif, ou même imaginaire, et pour 
le second membre à l'infini positif seulement. 

Dans ce qui précède, nous nous sommes borné à considérer des fonctions 
d’une seule variable. Mais il est évident qu’une fonction peut dépendre de 
plusieurs variables, chacune de ces variables étant, ou une quantité algé- 
brique, ou une quantité géométrique. Ajoutons qu’une telle fonction peut 
offrir des propriétés qui subsistent, ou pour toutes les valeurs, ou seu- 
lement pour certaines valeurs des diverses variables qu’elle renferme. 

Observons encore qu’une fonction d’une ou de plusieurs variables peut 
être ou explicite ou implicite. 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent im- 
médiatement exprimées au moyen de ces variables, elles sont nommées 
fonctions explicites. Mais lorsqu'on donne seulement les relations entre les 
fonctions et les variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités 
doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues, les fonctions, 
n'étant pas immédiatement exprimées au moyen des variables, sont appelées 
fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque 
cela se peut, les équations qui les déterminent. : 

Souvent le résultat d’une opération effectuée sur une quantité peut avoir 
plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsqu'on veut désigner 
indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut, comme nous 
l’avons fait dans l'Analyse algébrique, recourir à des notations dans les- 
quelles la quantité soit entourée de doubles traits, ou de doubles paren- 
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thèses, en réservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou 
pour celle qui parait mériter davantage d’être remarquée. Ces conventions 
étant admises, une fonction explicite, représentée par l’une des notations 
usuelles, offrira généralement, pour chaque valeur de la variable dont elle 
dépend, une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiple dans 
certains cas particuliers. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions 


1+2+27, (1+ 2), e, sinz, cosz, etc., 


offrira généralement, pour chaque valeur de la variable z, une valeur 
unique et finie; et l’on pourra encore en dire autant des fonctions 


I , 
—, 1(z), arctangz, arccotz, arcsinz, etc. 
FA 


Toutefois, ces dernières fonctions offriront, pour certaines valeurs particu- 
FN : | ; I 4, 
lières de z, des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de —; positive, 


ou négative, ou même imaginaire, correspondante à une valeur nulle de z 
Telle sera encore la valeur singulière de arc cot z, correspondante à z — 0, 
et donnée par la formule 


dans laquelle le double signe doit être réduit au signe + ou au signe —, 
suivant que la partie algébrique de la variable imaginaire z passe par des 
valeurs positives ou négatives avant d’atteindre la limite zéro (page 216. 
Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs multi- 
ples correspondantes, non-seulement à des valeurs particulières, mais 
encore à des valeurs quelconques des variables. Ainsi, par exemple, ja 
fonction Z de z, déterminée par l'équation 


(6) Z'+r—= I, 
admet deux valeurs distinctes, savoir : 


# 
2 


D (— 2Ÿ ee Z= — (1 — 2). 


vent que les diverses valeurs d’une fonction implicite sont en 
nombre infini. On peut citer comme exemple la fonction Z déterminée par 
l'équation 


(8) cos Z' =%, 


Co) 
de laquelle on tire (page 303) 


(9) Z—2kr + arc cos z, 


k étant une quantité entière quelconque. 

Nous désignerons sous le nom de {ype une expression analytique propre 
à représenter généralement, ou la valeur unique d’une fonction explicite, 
ou l’une des valeurs diverses d’une fonction implicite. Cette définition étant 
admise, la fonction Z, déterminée par l'équation (6), admettra deux types 
distincts, que présentent les formules (7); et la fonction Z, déterminée 
par l’équation (8), offrira une infinité de types, tous compris dans la 
formule (9). 

Les intégrales définies prises entre des limites variables, et celles qui ren- 
ferment des paramètres variables, doivent être rangées au nombre des 
fonctions explicites. Tres-souvent, les valeurs de ces intégrales sont détermi- 
nées par des formules qui subsistent uniquement sous certaines conditions. 
Ainsi, par exemple, x étant yne variable réelle, l'équation 


© sin (ax) F 
(10) —— —"# à == 
: 0 (2 2 


subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, et doit être remplacée, 
quand x est négatif, par la formule 


(1) Fes 2: 


tandis que la moyenne arithmétique entre les deux quantités — . = 


c’est-à-dire zéro, est précisément la valeur de l’intégrale 


Free ZA 


correspondante à une valeur nulle de x. Ainsi encore, z étant une quantité 
géométrique variable, ou, en d’autres termes, une variable imaginaire, 
liée aux variables réelles x , y par l'équation (2), la formule 


me 
1 
co us 
— 80° TT 2 
£ € d a = (:) 
cr 0 z 


“= k , * 
subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie réelle x de la 
| . 


(-3F3 


variable z. Enfin, si l’on nomme r le module et p l'argument de z, en sorte 
qu'on ait 4 = r,, la formule 


subsistera uniquement pour un module r de z inférieur à l'unité, c'est-à- 
dire pour toute valeur de z propre à représenter l’affixe d’un point situé 
dans l’intérieur du cercle qui a l'unité pour rayon. On aura pour r — 1, 
c’est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point situé sur la 
circonférence du cercle dont il s’agit, 


et pour r» > 1, C'est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point 
situé hors du même cercle, 


CS 
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Sur les fonctions continues de quantités algébriques 
ou géométriques. 


$ I. — Considérations générales. 


Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l’un de ceux qui, 
en raison de leur importance, méritent une attention sérieuse, est bien cer- 
tainement la continuité, telle que je l'ai définie dans mon Analyse algé- 
brique. À la vérité, la définition des fonctions continues, donnée dans cet 
ouvrage, et généralement adoptée aujourd’hui par les géomètres, s’y trou- 
vait spécialement appliquée aux fonctions réelles ou imaginaires des va- 
riables réelles, c’est-à-dire des quantités algébriques variables. Mais rien 
n'empêche d’étendre la même définition au cas où les variables sont des 
quantités géométriques, comme je l’expliquerai tout à l’heure. 


$ II. — Sur les fonctions continues de quantités algébriques. 


Commençons par rappeler les principes établis en 1821 dans mon 
Analyse algébrique, et reproduits en 1829 dans mes Leçons sur le Calcul 
difiérentiel : 

« On dit qu’une quantité (algébrique) variable devient infiniment petite, 
lorsque sa valeur numérique décroit indéfiniment, de manière à con- 
» verger vers la limite zéro. (Analyse algébrique , page 26.) 

» Une quantité infiniment petite se nomme encore un infiniment petit. 
» (Préliminaires du Calcul différentiel, page 4.) | 

» Les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctions 
» doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la considération 
» des infiniment petits. (Ænalyse algébrique , page 34.) 

» Soit f (x) une fonction (réelle) de la variable (réelle) x, et supposons 
que, pour chaque väleur de x'intermédiaire entre deux limites données, 
».cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en 
» partant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la 
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variable x yn accroissement infiniment petit «, la fonction elle-même 
recevra pour accroissement la différence 

J'(æ+a)— f(x), 
qui dépendra en même temps de la nouvelle variable & et de la valeur 
de x. Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assignées 
à la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour chaque 
valeur de x intermédiaire entre ces limites, la‘valeur numérique de la 
différence 

J(xæ+a) — f(x) | 
décroît indéfiniment avec celle de «. En d’autres termes, /a fonction 
f(x) restera continue par rapport à x entre les limites données, si, 
entre ces limites , un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 
(Analyse algébrique , pages 34 et 35.) 
» On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d’une valeur 
particulière, attribuée à la variable x, fonction continue de cette va- 
riable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites de x, même 
très-rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit. (Ænalyse 
algébrique, page 35.) 
» Enfin, lorsqu'une fonction cesse d’être continue dans le voisinage 
d’une valeur particulière de la variable x, on dit qu’elle est alors discon- 
tinue , et qu’il y a, pour cette valeur particulière , solution de continuité. 
(Analyse algébrique, page 35.) » 


Les définitions précédentes sont reproduites en termes équivalents, ou 


même identiques, dans les Préliminaires de mon Calcul différentiel 


(page 6). 


Ces définitions étant admises, il sera facile de reconnaitre, non-seulement 


si une fonction explicite et réelle de la variable réelle x est ou n’est pas 
continue entre deux limites données, mais encore entre quelles limites une 
telle fonction reste continue. 


« Ainsi, par exemple, la fonction sin x, admettant pour chaque valeur 


» particulière de la variable x une valeur unique et finie, sera continue 
» entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur 


S | ; les 
» numérique de sin=; et, par suite, celle de la différence 


à À Lt a 
sin (x + &) — sin x — 2 Sin — COS (x + 2! 


4o.. 


» 


» 


» 
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décroissent indéfiniment avec celle de &, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur finie qu’on attribue à x. ( Ænalyse algébrique , page 35.) 
» Si (en désignant par a une constante réelle, par À un nombre con- 
stant, et par Lx le logarithme réel de x pris dans le système dont la base 
est #) on ensace , sous le 'APRDTE de la continuité, les fonctions 


bé | 


simples 


a 
a+X, 4—X, ax, -» x, Hs Los 
+ 27 
sing, Cosx, arcsinx, arccosx, 


on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois qu’étant constamment réelle 
entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'intervalle. 
idee algébrique , pages 35 et 36.) 

» Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
3 ol valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur se trouve 
comprise, pour les fonctions 


a+ x 
a— x 
ax De 
entre les limites der sb ST EE À 
AT 
sin x 
cos x 
pour la fonction 
rs | 1° entre les limites x = — æ, x = 0, 
æ ) 9° entre les limites x — 0, Re" 00 ; 
pour les fonctions 
a 
l entre les limites LL URE = D ; 
L(x) 
enfin pour les fonctions 
arc sin X _ 
entre les limites La mids LS, EH 
arc COS Æ 


(Analyse algébrique , page 36.) 
» Il est bon d’observer que, dans le cas où l’on suppose 


UM 
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» (m désignant un nombre entier), la fonction simple x* est toujours 
continue dans le voisinage d’une valeur finie de la variable x, à moins 
» que cette valeur ne soit nulle, & étant égal à — m. ( Analyse aleéltnes 
» page 37.) » 

Lorsqu’ une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, 
un accroissement infiniment petit attribué à cette valeur cesse évidemment 
de produire un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même, 
et, par suite, il y a solution de continuité. Ainsi, par exemple, chacune 
des fonctions 


ÿ 


er 


a . 
ne Re T6 
T 
(m étant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie pour 
TL — 0. 


Cela posé, pour qu’une fonction de la variable réelle x reste continue 
dans le voisinage d’une valeur donnée de x, il est nécessaire qu'à cette 
valeur de x corresponde une valeur finie de la fonction. Mais est-il pareil- 
lement nécessaire que, pour la valeur dônnée de x et pour chacune des 
valeurs voisines, la fonction acquière une valeur unique représentée par un 
seul type f (x)? A la rigueur, cette question pourrait être résolue négati- 
vement ; et, dans le cas où il s’agit d’une fonction implicite qui offre diverses 
valeurs représentées par divers éypes, ou, en d’autres termes, d’une fonc- 
tion liée à la variable x par une équation qui admet plusieurs racines, on 
pourrait dire que cette fonction implicite est continue entre des limites 
données de x , lorsque entre ces limites, un accroissement infiniment petit 
attribué à x produit toujours un accroissement infiniment petit ce l’un quel- 
conque des types. Mais il est plus simple de considérer chacun de ces types 
comme une fonction déterminée de x; et pour énoncer clairement l'hypo- 
thèse admise, il suffit de dire que chacune des valeurs de la fonction impli- 
cite est une fonction explicite de x, qui reste continue entre les limites 
assignées à cette variable. 

Ainsi, par exemple, si l’on nomme y une fonction implicite de x, déter- 
minée par l’équation 
(x) | Li GC dt à 


les deux valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle 
de x, comprise entre les limites 
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seront deux fonctions explicites représentées par les deux types 


Vr—x?, — Vi x!, 


et dont chacune restera continue entre les limites données. 
Ainsi encore, si l’on nomme j une fonction implicite de . x déterminée 
par l’équation 


(2) tang Y = x, 


les valeurs qu’admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle de x, 
seront les fonctions explicites représentées par les divers termes de la pro- 
gression arithmétique 


.— 27 + arctangx, —nm+arctangæx, arctangæ, 


7r + arctangx, 27 + arctangx,..., 


et chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des limites 
quelconques de la variable, par conséquent entre les limites 
XL — Le DO, l—@. 

Il n’est pas sans intérêt de rapprocher l’une de l’autre les notions de 
continuité dans les fonctions et de continuité dans les courbes. C’est ce que 
nous allons essayer de faire en peu de mots. 

Concevons que, dans un plan donné, on construise une courbe dont les 
coordonnées rectilignes, rapportées à des axes rectangulaires ou obliques, 
soient la variable réelle x et une fonction réelle y de cette variable. Si 
l’ordonnée y, considérée comme fonction de l’abscisse æ, est explicite et 
continue entre deux limites données ' 


L—=X,, L—=X,, 


la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour 
abscisses x, æ,. Il y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule 
branche correspondante à la valeur unique de la fonction y. Si, au con- 
traire, la fonction y demeurant explicite, devient discontinue entre les limites 
données, pour certaines valeurs particulières æ,, x,,... de l’abscisse x, 
la courbe deviendra elle-même discontinue et se décomposera en diverses 
branches que limiteront des ordonnées correspondantes à ces valeurs par- 
ticulières de x. Enfin, si l’ordonnée y, considérée comme fonction de x, 
est implicite et déterminée par une équation qui admette plusieurs racines, 
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chacune de £es racines, quand l’équation sera résolue, deviendra une fonc- 
tion explicite, continue ou discontinue, à laquelle répondra ou une seule 
branche de courbe, ou le système de plusieurs branches que limiteront les 
ordonnées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des 
branches distinctes pourront répondre , non-seulement à des valeurs 
diverses , mais encore à une valeur unique de l’abscisse x. D'ailleurs, dans 
le cas où, entre deux limites données de x, chaque valeur de la fonction 
implicite y est une fonction continue de x, et représente en conséquence 
une seule branche de courbe, il peut arriver que les diverses branches 
correspondantes aux diverses valeurs de y se joignent par leurs extrémi- 
tés, de manière à former une courbe continue. C’est ce qui aura lieu, par 
exemple, si l’ordonnée y est déterminée par l'équation (1). Alors, en effet, 
les deux valeurs de y, savoir 


Vi—x, “—Vr- x, 
resteront, comme on l’a dit, fonctions continues de x entre les limites 
+ 6j = — 1, V4 = I, 


et les deux branches de courbe correspondantes à ces deux valeurs seront 
deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs extrémités, 
de manière à reproduire la circonférence entière. C’est ce qui aura lieu 


encore si l’ordonnée y est déterminée par l’équation 
(3) COS ER ER 


car la courbe continue que représente l’équation (3) peut être considérée 
comme composée de plusieurs branches qni se joignent par leurs extré- 
mités, chaque branche ayant pour ordonnée, entre les limites 


l’une des valeurs de y comprises dans les deux progressions 


... — 4R + arcsinx, —27x+arcsinxæ, arcsinx, 27% + arcsinæ, 
47 + arcsinx,..., 
… — 37 — arcsinx, —7— arcsinx, x —arcsinx, 37 — arcsinx,…. 


Comme on vient de le remarquer, quand on exprime, en fonction de 
l’abscisse x, l’ordonnée y d’une courbe continue, cette ordonnée admet 
souvent diverses valeurs représentées par diverses fonctions explicites de x. 


( 320 ) 


Mais alors on peut aussi représenter chacune des coordonnées Tr, y par une 
fonction toujours continue d’une autre variable s. 11 suffit pour cela que 
la lettre s désigne ou l’arc de la courbe continue, mesuré dans un sens 
déterminé à partir d’une origine fixe , ou une quantité qui croisse constam- 
ment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si l’on nomme s un arc mesuré sur 
la circonférence de cercle qué représente l'équation (r), à partir du point où 
cette circonférence coupe l’axe des x, et dirigé dans le premier instant, 
du côté des ordonnées positives, les coordonnées x, y de cette même cir- 
conférence pourront être représentées par des fonctions de l’arc s, toujours 
continues, et liées à cet arc par les équations 


LT COSS,:..Y = MINE, 


Quand la courbe que l’on considère est, comme dans le cas précédent, 
une courbe fermée et rentrante sur elle-même, les coordonnées x, y, 
exprimées en fonction de l'arc s, sont évidemment des fonctions pério- 
diques qui reprennent les mêmes valeurs au moment où l'extrémité de 
l'arc s, après avoir parcouru le périmètre entier de la courbe, retrouve la 
position qu’elle occupait d’abord. 


$ III. — Sur les fonctions continues de quarntités géométriques. 


Désignons par la lettre 3 une variable imaginaire, ou, en d’autres ter- 
mes, une quantité géométrique variable dont r soit le module, et p l’argu- 
ment. Posons d’ailleurs 

; X—=FrCosSp, y =rsinp. 
La variable 


(1) BST, = X +YI 
sera propre à représenter l’affixe d’un point mobile A, qui aura pour coor- 
données polaires les variables réelles p, r, et pour coordonnées rectan- 
gulaires les variables réelles x, y. 

Soient maintenant 


(2) Z=R,=X+ Fi 


une autre variable imaginaire, ou, en d’autres termes, une autre quantité 
géométrique variable, propre à représenter l’affixe d’un autre point mobile 
B qui a pour coordonnées polaires les variables réelles P, R, et pour coor- 
données rectangulaires lés variables réelles #, F. Comme on l’a dit, dans le 
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précédent artitle, Z sera fonction desz, si le mouvement du point À entraine 
le mouvement du point B, ou, qui revient au même, si les variables 
réelles X, F sont fonctions des variables réelles x, y. D'ailleurs, certaines 
propriétés de Z considérée comme fonction de z pourront subsister uni- 
quément pour certaines valeurs de z comprises entre certaines limites » par 
exemplé pour les valeurs de z propres à représenter les affixes de points 
renfermés dans une certaine aire S. Ajoutons que. les lignes. droites ou 
courbes qui limiteront l'aire S seront entièrement “arbitraires. On pourra, 
porir fixer les idées ; supposer l aire S. Jiitée 0» extérieurement dt un certain 
contour PQR oct de lignes droites où courbes.et ur aussi la 
supposer ‘comprise entre deux contours de cette espèce KLM, * KOB; qui lui 
serviraient de limite intérieure et extérieure D: d 
Considérons maintenant d’une manière spéciale, parmi lés propriétés que 
les fonctions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal de cet article, et 
que Fôn nomme la continuité. Pôur les fonctions des variables i imaginaires, 
comme, pour les fonctions des variables réelles, cette propriété se rattache 
à la considération des infiniment petits. Entrons à cet égard dans quelques 
détails. : # 
_ Une variable imaginaire est appelée infiniment petite, lorsqu'elle con- 


verge veïs la limite zéro (Analyse algébrique , page 250). Cela posé, pour 
que la variable imaginaire 


2 A, k ; de 
Fr , x ù : ON 


n Ze VD Try . 


+ - » 


4 :$ À 7 gras «mt “” r 

. . a] Hd . . , . a À - y . 
soit infiniment petite , il suffira évidemment que les variables réelles x, y 
_soient infiniment petites , et, par suite, il suffira que le module 


EVE sn ÉCX 


* 


soit PS ER peut: Réciproquement , si le re r est infiniment petit, 
les variables x, r seront elles-mêmes infiniment FER et, par: suite ; on 
pourra-en dire autant de la variable image : 3 
Soit maintenant. 
Zef(o.. 


une fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour chaque 

valeur de z propre à représenter l” affixe d’un point renfermé dans l’airesS, 

cette fonction admeté constamment un valeur unique et finie. Si, en par- 

tant d’une telle valeur de z, on attribue à la variable z un accroissement 

infiniment petité, la Dachot elle-même recevra pour accroissement la dif- 
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qui dépendra en même temps de la nouvelle variable s et de la valeur -de 
z. Cela posé, la fonction f (z) sera entre les limites assignées à la variable 

, c’est-à-dire, pour toutes lés valeurs de z renfermées dans Paire'S fonc- 
Hô continue de : z, si pour chacune de ces valeurs, le module ‘defla diffé- 


SA 4 * ta LP « 


rence + y à VS 72 rit 
dr (FRS fa +0 —f (2) UT AT 

devient infinime t petit avec le module de &. En d'autrés termes, ‘la À ne 
tion f (2) de la [ iable imaginaire z restera continué par rapport a cette 
variable entre les ma tes données, si, entreces limites, un accroissement injfi- 
niment petit de le variable 2 produit toujours un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-même." . 4 j 

Dé plus, étant donnée uné valeur particulière de z Mine ifepréfènter 
l’'affixe d’un point déterminé A, la- fonction f (2) sera dite fonction conti- 
nue de la variable imaginaire z, dans le voisinage de la valeur particulière 
attribuée à z , si elle est continue pour toutes les valeurs de*z propres à re- 


présenter les tés de points situés dans l intérieur d’uné aire mètue tres- 
4 


petite qui renferme le point A. 

Enfin, lorsqu’une fonction f (z) de la variable à imaginaire z cesséra Biétre 
continue dans le voisinage d’une valeur particulière de z, on dira que: pour 
cette valeur, elle est discontinue , et offre une solution.de continuité. 

Ces définitions: étant admises, HATé te d’ abord une fonction explicite 
de la variable Z, cette fonction étant exprimée à l’aide des notations 
usuelles. Comme je l’ai remarqué dans le précédent article, cette fonction 
explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie de z,-une valeur 
unique complétement déterminée, et des lôrs il sera facile de reconnaître , 
non- seulement si elle est ou n’est pas continue entre des limites. données, 


mais encore entre quelles limites elle reste continue. TS 
Ainsi, par exemple, la fonction . 
ess e ti . 
SIN Z = ———; 


21 
qui admet pour chaque valeur particulière de z une valeur unique et finie, 
sera continue entre deux limites ct de la variable z, attendu que 
le module de F4 » 
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et, par suite , le module de la difégnce 


sin {z us 6) —'sinz — a sin = cos (z+ :), 
décroiséent indéfiniment avec le module de 6, quelle LÉ soit d’ meurs, la 
valêur finie que l’on attribue à z. | No” 
“Si, ‘en désignant par c une constante réelle ou imaginaire, -et par 4 un 


nombre constant , .on envisage, Ré rapport de la* ontinuité les six: 
ns, 


fonctio s sim . DUR 2e Or AR 
: " 4 “. 48, PL # L pit unie Varés NE», Fr 
MLET gr C2, C2,, A, on: costa UMR A 


‘ AE à : , 
on recognaltra qué chacune d’elles reste contin > par rapport à z entre dés 
limites quelconques. On pourrä “Po é: dire aut te fonctiô 
entière de la variable z. + «4 _* 

ontraire, une fonction rationné le, 


discontinué pote les valeurs ne «rt rendront i | 
la Rodin + + + CT 
Sn re À # ec s Ê 


v da ; Z 
L 


( Aie Se 
lcheane tue, en PUR infinie, pour Fe 0; mais elle sera 
dans le voisinage de-toute valeur finie de z distincte de zéro. 
re des valeurs de 3; pour lesquelles une fonction f (z) devient 
en devenant'infinie, peut être ou fini ôu même infini. Ce 
4 
nombre est toujours fini, lorsque f(z}se réduit à une fonction rationnelle 
de z. Il deviendrait infini si f(z) était une fonction rationnelle de sin z et 


cosz. Ainsi, par exemple, la fonction ut 
‘ # ; > 
+ + gnz" Lei—e:i 
1 em | — —————- 
ê LEE i fie 


devient iscontinue, én devenant infinie, pour toutes les vues de 3 com- 


prises dans la progression arithmétique : CHEN sir CR 
5r » 3% RS A die à Ni 
— —, — —; tt 5 es lg, re ies 9 
2 2 2 2 2. 


par conséquent, pour une infinité de faleurs de z, propres à représenter les 
affixes de. points équidistants, séparés les unes des autres, et situés sur 
l’axe polaire. + 

Il arrive souvent qu’une tonctid explicite Z de la variable i imaginaire z 
devient discontiuue , même sans cesser d’être finie, pour une infinité de va- 


&E.: 


#4 


( 324 he: 


leurs de z propres à représenter les affixes de tous les points situés sur cer- 
taines lignes, ou certaines portions Se da ou courbes, que nous 
appellerons lignes d'arrêt. ” 
Ainsi, par exemple, si l’on envisage, sous le rapport continuité les 
deux fonctions ANNE 
“ie caractéristique I indiquant un logarithme népérien. on reconnai- 
iè. ce ss" « ux fonctions deviennent discontinues, Due les fois” ‘que les 
Y; ue, PR inesere z par a Re HE 


: Z = Na 4 N° # Ré 
% # + 4 , 
! # NN” ve 
CNE e 
eu. tie ce " is 


+ ) à : eus F 

: il RE X d'arrêt, qui n’est autre que l'axe 
olaire, indéfiniment prolongée , à tir nn Fos, ine du côté des abscisses 

PS » NUCREME FF 26 ns 


DÉSRAVES % 


Ainsi encore si l’on envisage, sous le ee de la continuité, la fonc- 
tion RE , $ a 
1 r #, 4 #p ds 
rfa “arc tang z — LUS ïe +, 


on reconnaitra qu’elle devient discontinue, toutes. les fois md >dans la 
variable imaginaire z — x + yi, les variables x, y vérifient les conditions 


(4):4 ur étude 

Donc alors, il existe deux lignes d’arrèt qui se réduisent à deux parties 
distinctes de l’axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans le sens des 
ordonnées positives, à partir du point dont. l’ordonnée est 1, et dans le sens 
des ordonnées négatives, à partir du point dont l’ordonnée est — 1. 

Les extrémités des lignes d’arrêt seront nommées points d'arrét: tels 
sont, par exemple, le pôle, ou, en d’autres termes, l’origine, dans la ligne 
d'arrêt correspondante à chacune des fonctions 


a ñ F 
, | 2'f 1 à 


F x, + . , ’ 4 Q é ® : A 
et les deux points situés sur l’axe des ordonnées à la distance 1 de l'origine, 
dans les deux lignes d’arrêt correspondantes à la fonction arctang z.  : 


co 7 nes ‘des fonctions qui étaient continues , et récip 


Fe infinies. Nous les appellerons monodromes.U e 
| étre monodromé, seulement pour les valeurs 
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Dans les cas semblables à ceux que nous avons traités jusqu'ici, c’est-à- 
dire quand 1 une fonction de la variable imaginaire z est une fonction expli- 
cite représentée par l’une des notations usuelles, il ne dépend pas du calcu- 
lateur de faire disparaitre les solutions de continuité que la fonction peut 
offrir. CeS solutions de continuité sont, en effet, une conséquence immédiate 
des conyentions à l’aide desquelles on a fixé le sens des notations adoptées. 
Il e :donc certain, comme je lai dit ailleurs (tome, Il ‘du Journal de 


r le caractere des ap re ‘considérées vote El te sorte 


* PER FAR: tn ca 
Pe ailes fonctions explicites, Evene | > des notati si # 
1 à doit ‘distinguer celles qui ne cessent d'etre, [ on es q de 


points intérieurs d’une certaine aire es renfermée dans un 1 # rtain contour 
PQR, ou entre deux contours donnés KLM, PQR. Dans tous Tes cas, le mot 


_monodrome paraît exprimer assez bien la propriété déla fonction que lon 


considère, puisque celle-ci varie par degrés insensibles, en acquérant à cha- 


que instant une valeur unique , tandis que le point mobile A correspondant 


_z court çà et là, sans sortir de l'aire S, ou tourne autour des 
uliers correspondants ! à des valeurs infinies de la fonction. 
citer, comme exemples dg fonctions Lo en an ds non-seule- 


ment. les déux fonctions 


C 
. : ‘+ = tang Z » 


LE. 


mais encore le fonctions rationnelles de z, de e‘, de sin z, de cos z, etc. 


_ Airisi qu’on vient de l'expliquer, pour mettre en évidénce la nature et 


les propriétés d’une fonction explicite Z de la variable imaginée z, il est 
surtout nécessaire d’avoir égard aux diverses positions que peut prendre le 


| point mobile A qui a z pour affixe. Parlons maintenant des positions que 


peut prendre le point mobile B dont l’affixe est Z. Tandis:que le point A 
parcourra en tous séns le plan des affixes, le point B pourra décrire ou 
ce plan tout entier,-ou seulement une portion de ce même plan. Dans le 
dernier cas, la portion décrite sera ce que nous nommerons la région 
correspondante à la fonction explicite z, et les lignes droites ou courbes 
qui serviront de limites à cette région, seront appelées lignes terminales. 
Ces lignes terminales correspondront évidemment aux lignes d’arrêt, de telle 


t uville, page 323), que la nature des conventions auñe influence mar- 
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sorte qu’au moment où le point mobile À dont z ést V'affx < 
une ligne d’arrêt, le point mobile B dont Z. est. l’affixe: tt 


ligne terminale. EUR LS 
Si l’on considère, par exemple, la fonction exploit 


1 L ; « : 
2 "+ 


FÉPR + 


on reconnaîtra, non-seulement que cette fonction devient dise ont 
; moment Fe le > point mobile À atteint la ligne d’arrêt représer ée pe 
25}; c "est-à-dire l'axe des x, indéfiniment prélongé à à 

té des æ x négatiyes, mais. encore que les valeurs 


affixés de ‘points situés, du. eû 
à Det} D 


e aû . 


MRETES Mr en ES . 
si: à Ë fonction 2 on snbstituait l@suivante : TA MS | bye” Y"@ +. si à. 
qui devient encore discontinue aû moment où-le point mobi l rencontre 4 æ. 
l’axe des x, du côté" des x négatives, la région nm ar le ‘nr 
mobile B, ou, en d’autres termes, la région correspondante à 1 à & 


| z cesserait de s'étendre à l'infini du côté des x positives ,. et s 
la portion du plan des affixes, comprise entre deux lign 


parallèles à l’axe des y et situées depart et d’autre de cet axe à le 
2 ; ” 2. MP = PAL 
stance x. Ps 
Enfin, si- lo on considérait la fonction no: pi LE A 
’ à s1{ M; _. # À ‘+ 
1(x i ps É » 
arc tang Z = C RD si) » AE EE DL TR 
2i | 
CL" y a ge L C2 + + ” 


qui devient discontinue au moment où le point line A rencontre 4 
des y, à une distance du pôle égale ou supérieure à lurité la _ région 
parcourue par. le point mobile B, c’est-à-dire, en d’autres termes, la 
région cOrIeeR ORAN À à la fonction arc tang 3, Se réduirait à.la* portion du 


plan des affixes comprise entre deux 7. terminales: parallèles à l'axe 


* 


des y et situées de part et d’autre de cet axe à la distance © sb 


Il arrive souvent que deux fonctians explicites d’uné ri sh) imaginaire z z 
sont égales entre elles pour certaines valeurs de cette variable, et inégales 


* 
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 d'aut à LP 008 Ainsi, par exemple, si c représente une valeur 
iculière- de là “variable z, les deux fonctions explicites 
: : «get F2 * ! L a f7\3 3 
PATES +« . ‘2% 0° (2) . 
du: c. 
pe se 
te entré elles, quand les arguments principaux de cet de z 
€ 
i ne somme comprise entreles limites r, + x. On nedoit donc 
er de yoir correspondre à à.ces déux fonctions des lignes termi- 
actes, ‘et à ces lighes. terminales des lignes d’arrêt distinctes. 
fixer des idéess 0) nomme m l'argument principal de la constante c, 
€ 
areu ne ositif, alors, pour obtenir J e terminale et la 
N ne à la fonction : : «Sel i) re 
Fi Dh et Ne 
ue. ‘ C Ti: 3 HS 
* " à Me DE 
à suifira denfairé ! tourner autour du La la ligne terminale et la ligne 


|'ararrétçortéspondntes à à la fonction z°, en imprimant à ces dernières 
M nes un mouvement* de rotation À cod de telle sorte que le ne 
vecteur né de l’origine à à un de leurspoints décrive un angle égal à 
Suppo sons à présent que ‘Von considère non plus une fonction dat, 
à por implicite : Z de la variable imaginaire z. Cette fonction 
ra à ES inée ou‘isolément par une équation unique, ou avec 
as implicites, par.un système d'équations dont le nombre 
ù éeal à x celui, des fonctions êlles-mêémés. Dans l’un et Vautre Cas. 
Z admettre pour chaque valeur de z, une ou plusieurs valeurs qui pour- 


- 


ront: devenir tou infinies, ou égales entre elles, pour certaines valeurs 
particulières. de la variable : z. Les points dont ces valeurs particulières de : 


séront des afBxes, prendront” le nom de paires singuliers. 
‘8gieht ie AS HAT 


+ 


+ + 
ë MINE Si SEAL R 


diverses mn successivement attribuées à | Ja variable imaginaire z, et 
+ ji fige Ye Z,, Zi Z | 


1@ 
des valeurs éorrespondantes d’une fonction explicite o ou implicite Z, ensorte 
que Z, désigne uné des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; Z, 
une dés valeurs de Z correspondantes à à Ja valeur z, de z3 et ainsi de suite. 
Soient d’ailleurs - À 1e ++ NE 


+ 


nŸ? À 
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les points qui ont pour affixes les quantités géométriques : 


Z,» Z,; Z,,yee 5 


et soient encore ? 
| 4 Poub.s Hot . 
les points qui ont pour affixes les quantités géométriques Fe en 
+ 2,2; Ze a Fa l'E de 
Enfin concevons que, le nombre des points À,, PA. K- n nt 


info leur système se réduise à une courbe continue, de À A, 4 14 crite 
par un point mobile A 1 à une “affixe variable Ze M 
des points B,, BR" » Pourra, dans certains Cas, : c'est-aidire, pour cer er-. 
taines formes de la Fiton Z, ou des équations qui. la” déterminent, ét 
pour certaines formes de la courbe continuie”A , À, A. se réduire 
lui-même à une courbe continue BB, B,..., décrite par un -point mo- 
bile B correspondant à une affixe variablé z. Alors Ja courbe | continué 
A,A, À,... sera ce que nous nommerons le chemin tr. du point À, etla 
courbe continue B,B,B,,... sera le chemin correspondant du-point B. 
La nature d’une (éco implicite Z ; c’est-à- dire * ‘en d’ autres” termes la 
nature de l’équation ou des équations qui déroninebi Z, peut être telle, 
qu'à une courbe continue A, À, AÀ,..., considérée comme chemin du 
point mobile A, corresponde toujours uné autre courbe Cor tinue 
B,B,B,..., propre à représenter le chemin du point mobile B,q uelle que. 
soit d Cicas, parmi les valeurs de Z correspondantes : à z =» 4 e | 
lon n prendra. pour ‘affixe Z, du point B,. Il peut ar arriver aussi que © et: te con- 
dition,. “étant généralement remplie , cesse de l être dans le seul cas où les 
affixes de -quelques- uns des points B’, B, , B, deviennent infinies, et où, 
par suite, la courbe BB, ,B,-.. se trouve remplacée: par le système de 
plusieurs courbes dont chacune reste continue, mais s'étend àVinfini. Dans 
l’une et l’autre hypothèse, si le chemin A, A,A, : du . point mobile A 
ne renferme aucun point singulier, le Fe MREE correspohdéit- B,B B,... 
du point mobile B, partant d’une position donnée B,, dans laquelle il avait 
pour affixé la valeur Z, de Z, sera toujours une ire coñtinue ; et alors, 
ce dernier chemin n’étant jamais interrompu, n ‘offrant aucune, solution de 


PERS 


(*) Le nom .de chemin, appliqué à la courbe que décrit le point A, a été, si je ne me 
trompe, employé pour la première fois par M. Puiseux; dans un remarquable Mémoire qui 
a pour titre : Recherches sur les fonctions algébriques. ( Voir le Journal de Mathématiques de 


M. Liouville, page 396, tome XV.) 3 
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continuité, la fonction Z sera dite évodique (de evodos, pervius ; evoda, 
facilis via). ” 

Ajoutons qu’une fonction implicite Z de la variable imaginaire z sera 
évodique seulement entre certaines limites , c’est-à-dire pour les valeurs 
de z propres à représenter les affixes de points situés dans l’intérieur d’une 
certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée ne se vérifie que dans le 
cas où le chemin A,A, À... du point mobile A est une courbe continue 
renfermée tout entière dans l’intérieur de l'aire S. 

Concevons à présent que l’on parvienne à résoudre l’équation ou les 
équations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la variable 
imaginaire z, et à exprimer les diverses valeurs de cette fonction à l’aide 
des notations usuelles. Ces diverses valeurs deviendront des fonctions expli- 
cites de z, et chacune des fonctions explicites ainsi obtenues admettra géné- 
ralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique complétement 
déterminée. Mais ces mêmes fonctions pourront devenir discontinues pour 
des valeurs particulières de z, qui les rendront infinies; comme aussi pour des 
valeurs de z propres à représenter des affixes de points situés sur certaines 
lignes que nous avons appelées lignes d’arrét. D'ailleurs, à ces lignes d’arrêt 
dont chacune limite la course du point mobile A, à l'instant où l’une des 
fonctions explicites ci-dessus mentionnées cesse d'être continue, corres- 
pondront d’autres lignes que nous avons appelées lignes terminales, et qui 
limiteront, dans les mêmes circonstances, la course du point mobile B. 

Cela posé, considérons spécialement le cas où la fonction implicite Z est 
du nombre de celles que nous avons nommées fonctions évodiques; et soit, 
dans cette hypothèse, A À, À... une courbe continue qui représenté un 
chemin attribué au point mobile À dont l’affixe est z; soit encore BB, BB... 
le chemin correspondant que devra prendre le point mobile B, dont l’affixe 
est Z, en partant d’une position donnée B,, dont l’affixe est une valeur par- 
ticulière de Z. Le chemin B,B,B,... se réduira lui-même soit à une seule 
courbe continue, soit au système de deux ou de plusieurs courbes conti- 
nues qui pourront offrir des parties communes. Il se réduira effectivement 
à une seule courbe continue, si le chemin A,A,AÀ,... ne renferme aucun 
point singulier. Mais cette courbe unique sera remplacée par le système de 
deux ou plusieurs courbes qui s’étendront à l'infini, si le chemin A A, A... 
renferme des points singuliers dont les affixes fournissent des valeurs infi- 
nies de Z, et la courbe ou les courbes dont il s’agit se ramifieront toujours 
à partir de points singuliers qui correspondraient à des valeurs de z pour 
lesquelles deux ou plusieurs des valeurs de la fonction implicite Z devien- 
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draient égales entre elles. Ajoutons que, dans la premiere hypothèse, c'est- 
à-dire quand le chemin A,A,A,... ne renfermera aucun point singulier, 
l’affixe Z du point mobile B, dont le chemin B,B,B,... sera une seule 
courbe continue, pourra être représentée tantôt par une fonction explicite 
de z, tantôt par une autre, attendu que chacune des fonctions explicites 
qui exprimeront les diverses valeurs de Z devra être remplacée par une 
autre fonction explicite à partir de l'instant où le point mobile B, après 
avoir eu la première fonction pour affixe, atteindra une ligne terminale 
correspondante à cette même fonction. On doit en conclure que, dans le 
cas où une fonction évodique Z admet diverses valeurs, les diverses fonc- 
tions Explicites propres à les représenter correspondent, dans le plan des 
affixes, à diverses régions séparées les unes des autres par certaines lignes 
terminales. D'ailleurs, au moment où le point B, dont l’affixe est Z, attein- 
dra une de ces lignes terminales, le point A, dont l’affixe est z, atteindra 
une-ligne d'arrét correspondante. 

Vérifions ces remarques sur quelques exemples, et d’abord supposons la 
fonction implicite 

Z = R,=— X + Fi, 
liée à la variable imaginaire 
82=r=X + Ti 

par l’équation 
(5) 2 = 8, 


La résolution de eette équation fournira pour valeurs de Z deux fonctions 
explicites de z, données par les formules 


(6) 2%, 
(7) Z= 7. 


Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s’évanoui- 
ront toutes deux pour une valeur nulle de la variable z; par conséquent, 
le point dont l’affixe est nulle, c’est-à-dire le pôle, sera un point singulier. 
D'ailleurs, chacune des fonctions explicites 


! 
Le _ 


z';, — 2°, 


quoique généralement continue, deviendra discontinue pour toute valeur 
réelle, mais négative de y, attendu que si, en attribuant à æ une valeur 
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U 
négative — r,’on fait converger y vers la limite zéro, la fonction z° conver- 
gera elle-même vers la limite r*i, quand y sera supposé positif, et vers la 

dei ñ , . 
limite — r°i, quand y sera supposé négatif. En d’autres termes, chacune 


Ll 1 
des fonctions explicites 2°, — z*7, deviendra discontinue pour toute valeur 
de z propre à représenter l’affixe d’un point situé sur l’axe des x, du côté 
des x négatives, et par conséquent sur la ligne d’arrêt qui, représentée par 
les formules (3), a pour extrémité l’origine. De plus, à cette ligne d’arrêt qui 


a 
limite la course du point mobile À à l'instant où l’une des fonctions 77, 


— z* cesse d’être continue, correspondra une ligne terminale qui limitera 
au même instant la course du point mobile B; et cette dernière ligne, qui 
sera précisément l’axe des ordonnées, séparera l’une de l’autre, dans le plan 
des affixes, les deux régions qui seront occupées l’une par les points dont 


L 
les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite z°, l’autre par 
les points dont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction expli- 


cite — 2°. Enfin la fonction implicite Z, liée à la variable imaginaire z par 
l'équation (3), sera certainement évodique. Car, si l’on exprime Z non plus 
en fonction de la variable z, mais en fonction du module r.et de l’angle p, 
liés à z par la formule | 


(8) Be Fes el, 
on obtiendra l’équation 


(9) Z — r? er}, 


dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — &© , + æ, ou 
même entre les limites — 27, + 27, pour que le second membre devienne : 
propre à représenter une valeur quelconque de Z. Or, si, en partant d’une 
certaine position correspondante à des valeurs déterminées de r et p, le point 
mobile A, dont laffixe est z, décrit une courbe continue A, A,A,..., on 
pourra satisfaire à la formule (8) par des valeurs dé r et p qui varieront 
avec 3 par degrés insensibles ; et à ces valeurs de », p répondra évidemment, 
en vertu de la formule (9), une valeur de la fonction implicite Z, qui 
variera elle-même par degrés insensibles avec la variable z. Donc alors le 
point mobile B, dont Z sera l’affixe, décrira, comme le point A, une courbe 
continue B,B,B,..…. 

: En résumé, la fonction implicite Z, liée à z par l’équation (5), est une 
fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, acquiert deux valeurs 


FE PS 
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distinctes; et ces deux valeurs peuvent étre réduites aux deux fonctions 
explicites 
2, — 2 À 

dont chacune devient discontinue, en devenant l’affixe d’un point situé sur 
l’axe des ordonnées, au moment où la variable z devient elle-même l’affixe 
d’un point situé sur l’axe des x du côté des x négatives. En conséquence, 
la partie de l'axe des abscisses, sur laquelle se comptent les abscisses néga- 
tives, et l’axe des ordonnées, sont la ligne d’arrêt et la ligne terminale qui 
servent à limiter simultanément la course du point A, dont l’affixe est la 
variable z, et la course du point B, dont l’affixe est l’une des fonctions 


1 1 Eee 
explicites z*, — 27. De ces deux lignes, la seconde, c’est-à-dire l’axe des 
ordonnées, est précisément celle qui sépare l’une de l’autre les régions 


L 
occupées par les points dont les affixes sont de la forme z: et de la forme 


— 2°. 
Si à l'équation (2) on substituait la suivante: 
(10) 24 aire 


la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de z, offrirait généralement deux valeurs distinctes, ces deux valeurs 
étant les fonctions explicites déterminées par les formules 


(11) Z=h—x}, 
(12) ZE ie PŸ, 


D'ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au mo- 
- ment où z devient l’affixe d’un point situé sur l’axe des x à une distance 
de l’origine plus grande que l'unité, et, à ce moment, chacune des formules 
- (11), (12) fournit deux valeurs de Z égales aux signes près, mais affectées 
de signes contraires, qui représentent les affixes de deux points situés sur 
l’axe des ordonnées. Donc, dans le cas présent, les deux valeurs de Z, déter- 
minées par les formules (1 1), (r2), correspondent encore à deux régions sé- 
parées l’une de l’autre par l’axe des ordonnées; et à cet axe, considéré 
comme ligne terminale, correspondent deux lignes d’arrêt représentées pa 

les formules 


(13) 0 206 #0. 


Ajoutons que les extrémités de ces deux lignes d’arrêt sont précisément les 
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deux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations 
(14) LI, TJ —= 0: 
c’est-à-dire les deux points situés sur l’axe des abscisses, à la distance 1 de 
l’origine. | 

Si à l’équation (10) on substituait la suivante : 
(15) 22 2 NET, 
la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 


valeur de z, offrirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant les fonctions 
explicites déterminées par les formules 


(16) Z=(i—-2) 


w|= 


— 


u 
Es 
(17) Z—=—(1—- 2?) : 
Alors aussi à ces deux fonctions explicites correspondraient encore deux 
régions, séparées l’une de l’autre par l’axe des ordonnées; mais ces deux 
fonctions deviendraient discontinues au moment où z serait l’affixe d’un 
point situé sur l’axe des x, à une distance de l’origine plus petite que l’unité. 
Donc alors, à l’axe des ordonnées, considéré comme ligne terminale, cor- 
respondrait une seule ligne d’arrêt, représentée par les formules 


(18) LOU RFO. 


Ajoutons que les extrémités de cette ligne d’arrêt seraient encore les deux 
points d’arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations (14). 
Mais les valeurs de Z, correspondantes à ces points d’arrêt, sont nulles 
quand on part de l'équation (10), et infinies quand on part de l'équation (15). 

Enfin, si l’on supposait la fonction implicite Z liée à la variable imagi- 
naire z par l’équation 


(19) Re Z; 
Z offrirait, pour chaque valeur de z, une infinité de valeurs distinctes, re- 


présentées par les fonctions explicites qui constituent les divers termes de 
la progression arithmétique 


(20) ..., — 4ni+lz, — oni+1z, 123, ani +lz, 4ni+lz, .... 


D'ailleurs, en vertu de la formule (19), Z serait encore une fonction évodique 
de z. Car si l’on exprime Z, non plus en fonction de z, mais en fonction du 
module r et de l’angle p liés à z par la formule (8), on obtiendra J'équation 


(21) Z = 1(r) + pi, 
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dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — ., + æ, pour 
que le second membre devienne propre à représenter une valeur quel- 
conque de Z. Or, si en partant d’une certaine position correspondante à des 
valeurs déterminées de r et p, le point A, dont l’affixe est z, décrit une 
courbe continue A, A,A,..., on pourra satisfaire à la formule (8) en attri- 
buant à r et p des valeurs qui varient avec z par degrés insensibles ; et à ces 
valeurs de r, p répondra évidemment, en vertu de la formule (21), une va- 
leur de la fonction implicite Z, qui variera elle-même, par degrés insen- 
sibles, avec la variable z, si la courbe À A, A... ne renferme pas le point 
d'arrêt dont l’affixe se réduit à zéro, c’est-à-dire l’origine des coordonnées. 

D'autre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les divers 
termes de la série (20) deviendra discontinue au moment où z deviendra 
l’affixe d’un point situé sur la ligne d’arrêt que représentent les formules (3), 
c'est-à-dire d’un point situé sur l’axe des x, du côté des x négatives; et à 
ce moment, ces fonctions elles-mêmes deviendront les affixes de points 
situés sur des lignes terminales qui se réduiront à des droites équidistantes 
et parallèles à l’axe des x, la distance de deux droites voisines étant égale 
à 27. 

Donc, en définitive, la fonction Z, liée à z par l’équation (19), sera une 
fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, offrira une infinité de va- 
leurs distinctes correspondantes à une infinité de régions dont chacune 
sera comprise entre deux des droites parallèles que nous venons de men- 
tionner. | 

Il importe d’observer que, dans le cas où à une même valeur de la va- 
riable imaginaire z correspondent diverses valeurs dé la fonction implicite Z, 
ces diverses valeurs, exprimées à l’aide des notations usuelles, et ainsi con- 
verties en fonctions explicites, peuvent généralement revêtir une infinité de 
formes distinctes. D'ailleurs, si l’on compare l’un à l’autre deux systèmes de 
fonctions explicites dont chacun est propre à représenter les diverses valeurs 
de Z, on reconnaitra que ces fonctions, prises deux à deux, peuvent coiïn- 
cider entre certaines limites, sans être généralement égales entre elles ; et qu’à 
deux semblables systèmes de fonctions explicites correspondent, pour l’or- 
dinaire, deux systèmes de lignes d'arrêt et deux systèmes de lignes termi- 
nales. 

Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liée à la variable imagi- 
naire Z par l'équation (5 ), les deux valeurs qu’admettra cette fonction pour- 
ront être supposées déterminées non-seulement par les formules (6) et (7); 
mais encore par une infinité d’autres formules, et en particulier par les 
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suivantes : : 
(22) Z=c (:)> 
(23) Z=— AY 


c désignant une constante quelconque réelle ou imaginaire. 

D'ailleurs, d’après une remarque précédemment faite, si l’on nomme & 
l'argument principal de la constante c supposée imaginaire, il suffira, pour 
obtenir la ligne d’arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
explicites que déterminent les formules (22), (23), de faire tourner autour 
du pôle la ligne d’arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
que déterminent les formules (6) et (7), en imprimant à ces dernières lignes 
un mouvement de rotation direct si > est positif, ou rétrograde si x est né- 
gatif, de telle sorte que le rayon vecteur, mené de l’origine à un de leurs 
points, décrive un angle égal à 5. 

Il est bon d’observer qu’à une fonction implicite Z, déterminée par une 
équation unique ou par un système d’équations simultanées, correspond un 
systéme unique de points singuliers, par conséquent un système unique 
de points d’arrèt servant d’extrémités aux lignes d’arrèêt, quelles que soient 
d’ailleurs ces dernières lignes. Ainsi, par exemple, à la fonction implicite Z, 
déterminée par l’équation (5), correspond un seul point d’arrèt qui coincide 
avec l’origine, et dont l’affixe est la valeur o de z, pour laquelle les deux 
valeurs de Z, fournies par les formules (6) et (7), ou par les formules (22) 
et (23), deviennent égales entre elles. 


DRE 
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Sur les différentielles de quantités algébriques ou géométriques, 
et sur les dérivées des fonctions de ces quantités. 


Dans le Mémoire sur l’ Analyse infinitésimale, placé en tête du troisième 
volume de cet ouvrage, sont exposés les principes qui me paraissent devoir 
servir de base au calcul différentiel. Je vais indiquer aujourd’hui les con- 
séquences qui se déduisent de ces principes, quand à la notion de variables 
imaginaires on substitue celles de quantités géométriques variables. 


$ I. — Sur les différentielles de quantités algébriques ou géométriques. 


En substituant, dans le Mémoire sur l’Analyse infinitésimale, les mots 
quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on obtient à la 
place des définitions et formules données dans ce Mémoire, celles que je 
vais transcrire : 

Les différentielles de plusieurs quantités algébriques ou géométriques 
variables sont d’autres quantités algébriques ou géométriques dont les 
rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les 
accroissements simultanés et irifiniment petits des variables proposées. 

La définition précédente suppose évidemment qu’en vertu des équations 
qui lient entre elles les quantités algébriques ou géométriques dont il 
s’agit, ces quantités varient les unes avec les autres par degrés insensibles, 
ou, en d’autres termes, que ces quantités, considérées comme fonctions 
de quelques-unes d’entre elles, en sont des fonctions continues, du moins 
dans le voisinage des valeurs attribuées aux variables considérées comme 
indépendantes. 

Nous indiquerons, suivant l’usage, les accroissements simultanés finis ou 
infiniment petits des variables, à l’aide de la lettre caractéristique A, et 
leurs différentielles à l’aide de la lettre caractéristique d. 

Il importe d’observer que, dans le cas même où chacun des rapports 
entre les accroïissements infiniment petits des variables proposées converge 
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vers une limite unique et finie, la définition précédente ne détermine pas 

complétement les différentielles de ces variables, mais seulement les rap- 
ports qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours dis- 
poser arbitrairement, au moins de la différentielle d’une variable. 

D'ailleurs, la différentielle ou les différentielles qui resteront arbitraires, 
pourront être supposées ou constantes ou variables, et, dans le dernier 
cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour les trans- 
former, avec les autres différentielles, en quantités infiniment peutes. Mais 
cette transformation n’offrirait aucun avantage, et tout au contraire, il peut 
être souvent utile d’attribuer aux différentielles des valeurs finies. En con- 
séquence, nous continuerons à regarder les différentielles comme des 
quantités finies, ainsi que nous l'avons fait dans le Mémoire déjà cité. 

De plus, nous attribuerons aux quantités diverses, comme il paraît con- 
venable de le faire, des différentielles de même nature que leurs accroisse- 
ments. En conséquence, les différentielles de quantités algébriques seront 
des quantités algébriques, et les différentielles de quantités géométriques 
seront des quantités géométriques. 

Enfin, comme dans le Mémoire cité, nous appellerons variable primitive 
une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle l'unité. Cette 
variable primitive pourra d’ailleurs être ou l’une des variables indépen- 
dantes proposées, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera varier 
toutes les autres. 

La considération de la variable primitive simplifie l’énoncé de la défi- 
nition que nous avons donnée des différentielles. En effet, soient £ la va- 
riable primitive, et A£—: un accroissement infiniment petit attribué à 
cette variable. La différentielle ds d’une variable quelconque s sera évi- 
demment la limite du rapport entre les accroissements infiniment petits As 
et r de cette variable et de la variable primitive. 

En partant de cette définition, on établira sans peine, comme dans le 
Mémoire cité, les règles relatives à la différentiation des quantités soit 
algébriques, soit géométriques. 

Ainsi, par exemple, a, b, c désignant des quantités algébriques ou géo- 
métriques constantes, et s, u, v, w, … des quantités algébriques on géomé- 
triques variables, l’équation linéaire 


(1) s = au + bv + cw +. 
* 
entrainera la formule 


(2) ds — a du + bdv + cdi, 
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En conséquence, l'équation linéaire 
(5) | 2=x+ yi, 


qui sert à exprimer l’affixe z d’un point mobile A en fonction des coor- 
données rectangulaires x, y de ce même point, entrainera la formule 


(4) idz = dx +idy. 


Concevons maintenant que, x, y, 2, … étant des variables dépendantes 
ou indépendantes les unes des autres, on nomme s une fonction de ces 
variables. Désignons d’ailleurs, à l’aide des notations 


Dot OM 


les différentielles partielles de s successivement considéré comme fonc- 
tion de æ, comme fonction de y, comme fonction de z,.... Alors, en 
raisonnant comme dans le troisième volume [pages 27 et 28], on ob- 
tiendra la formule 


(5) ds = d,s + d,s + d,s + …, 


en vertu de laquelle la différentielle totale ds sera la somme des différen- 
tielles partielles d,s, d,s, d,s,.... 


$ II. — Sur les dérivées des fonctions de quantités algébriques. 


Soient x une quantité algébrique variable, ou, en d’autres termes, une 
variable réelle, et | 


X = f(x) 


une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore Ax un 
accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable x, et AX l’ac- 
croissement correspondant que prendra la fonction X. Si l’on assigne à x 
une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X 
demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment petite de l’ac- 
croissement Ax, correspondra une valeur infiniment petite de l’accroisse- 
ment À Ÿ'; mais tandis que les deux accroissements Ax, A X s’approcheront 


A re AT. 
indéfiniment l’un et l’autre de la limite zéro, leur rapport PR approchera 


lui-même, pour l'ordinaire, d’une limite finie et déterminée, qui pourra 
être finie ou infinie. Cette limite est ce qu’on nomme la dérivée de la fonc- 
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tion X ou f(x). On la représente à l’aide de la lettre caractéristique D, par 
la notation (*) 


DX ou Df(x), 


Le 


ou, mieux encore, par la notation 
DEX où DT (EX 


dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D, aver- 
tit le lecteur qu’il s’agit d’une dérivée prise par rapport à la variable x. Ajou- 
tons que la dérivée de #, relative à x, se confond évidemment, d’après sa 
définition même, avec le rapport différentiel, de À à æ, c’est-à-dire avec le 


rapport des différentielles d Ÿ, dx. On a donc identiquement 


dx 
(1) Je =D, 
et 
(2) dX—D,Xdx. 


Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire X de 
la variable réelle x soit l’une de celles qui peuvent être exprimées à l’aide 
des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l'ordinaire, une quantité com- 
plétement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser d’être déterminée, et 
acquérir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou même une infinité de va- 
leurs diverses, pour certaines valeurs particulières assignées à la variable x. 
Ainsi, par exemple, si l’on pose 


A | 
X=xsin;) 
T 
la dérivée de X deviendra indéterminée pour x = 0, et âcquerra, dans cette 


hypothèse, une valeur égale à celle de la fonction sin e par conséquent, 
pa 


représentée par une quantité réelle comprise entre les limites — 1, + r. 
En général, on peut dire que, parmi les fonctions d’une variable réelle, 
les unes sont complétement déterminées, tandis que les autres cessent de 
l'être, au moins pour certaines valeurs particulières de la variable. 
Concevons maintenant que, x, y, Z,... étant des quantités algébriques 
variables, dépendantes ou indépendantes les unes des autres, on nomme s 


(*) Suivant la notation de Lagrange, la dérivée de la fonction Æ ou f(x) s’indique à 
l'aide d’un trait par 
Æ’, où f(e). 
43.. 
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une fonction réelle ou imaginaire de ces variables. Désignons, d'ailleurs, à 


l’aide des notations 
Dis, D,s,'D,5;.., È 
les dérivées partielles de s successivement considérée comme fonction de x, 
comme fonction de y, comme fonction de z,.... Alors, en raisonnant comme 
dans le troisième volume [page 27, 28 et 29], on établira non-seulement 
la formule (5) du $ I, savoir : 
ds = d,s + d,s + d,s +, 


mais encore les équations 


(3) dés D sr, 105 D idp sr du D,603,.:. 


et l’on en conclura 
(4) ds =D,sdzx + D,sdy + D,sdz +... 


Il est généralement facile d’obtenir les dérivées, et par suite les différen- 
tielles des fonctions réelles ou imaginaires de quantités algébriques, quand 
ces fonctions sont exprimées à l’aide des notations usuelles. 

Supposons, en particulier, que l’on demande la quantité géométrique r,, 
considérée comme fonction de l’argument p, et, pour abréger, désignons par 
la lettre > un accroissement infiniment petit Ap attribué à cet argument. La 


dérivée cherchée sera la limite du rapport 


L — ] 

P+s Ci Lo] 

————— — s 
(5) TG (4 re. 


elle sera donc égale au produit de 1, par quantité géométrique qui repré- 


sentera la limite du-rapport 


(6) Len 


D'ailleurs, dans le cercle décrit du pôle comme centre avec le rayon r, 
& sera la mesure de l’arc compris entre les deux rayons qui, partant du 
pôle, seront représentés par les quantités géométriques 1, 14, et la diffé- 
rence 1,4 — 1 de ces deux quantités représentera, en grandeur comme en 
direction, la corde de ce même arc. Par suite, l’expression (6) aura pour mo- 
dule le rapport numérique de cette corde à l’arc, et pour argument l'angle 
obtus formé par la même corde avec l’axe polaire. D’autre part, tandis que 
l'arc s’approchera indéfiniment de zéro, le rapport numérique de la corde à 
l'arc convergera vers la limite r, et l’angle obtus formé par la corde avec 
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l'axe polaire vers la limite =, qui représente un angle droit. Donc, l’expres- 


sion (6) aura pour limite 
15 = +, 
2 


et la limite de l’expression (5), ou la dérivée de r,, sera le produit de 1, par 
r, en sorte qu’on aura 


Il; — i, OU, ce qui revient au même, 1 
Li P+, 


2 


(7) D, 1, = pe 


wIA 


Si, dans cette dernière équation, l’on substitue à l’expression r,, sa valeur 
tirée de la formule (11) de la page 216, savoir 
1, = COSp + isin p; 
on trouvera 
. . T os. T 
(8) D, cos p + D, sin p = cos (p+£)+isin(p+2) 
et, par suite, 


&  Denpsem(pei) Danpzan(p:) 


ou, ce qui revient au même, 


(10) D, cos p — — sin p, D, sin p = cos p. 


Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramené aux équations 
connues qui fournissent les dérivées du cosinus et du sinus d’un arc; et 
réciproquement on pourrait, de ces équations, ou, ce qui revient au même, 
des formules (9), déduire immédiatement l'équation (8), par conséquent 
la formule (7). Ajoutons que de l'équation (7), jointe aux formules 

tue 


P 


Hi : 


r = Iplr 
FES 2 


on tirera 
(11) JL IOp. 
Supposons maintenant que l’on demande non plus la dérivée ou la diffé- 


rentielle de 1,, mais les dérivées partielles et la différentielle de la quantité 
géométrique r, considérée comme fonction du module r et de l'argument p. 


Comme on aura 
= 


(34) 


on en tirera, eu égard à la formule (7), 


(12) de Dr, 


et de ces formules, jointes aux équations 

dr, =D,i,dp#+D,r,dr, 1 »=it 
on tirera , 
(13) dr, =1,(dr +irdp). 


Si, pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique r,, et 
si d’ailleurs on nomme x, y les coordonnées rectangulaires du point dont 
l’affixe est z, le pôle étant pris pour origine, et l’axe polaire pour axe des x, 
on aura 


(14) 2=L+YyIi=r,; 


et de cette dernière formule, jointe à l’équation (13), et à l’équation (14) 
du paragraphe précédent, on tirera 


(r5) dz=dx+idy =1,(dr+irdp). 
$ III. — Sur les dérivées des fonctions de quantités géométriques. 
Soient 
(1) 32=L+ Ti 
et 
(2) Z=X+ Fri 


deux quantités géométriques variables, propres à représenter les affixes de 
deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées rec- 
tangulaires, le premier les variables réelles x, y, le second les variables 
réelles À, F. Comme je l’ai dit dans l’avant-dernier article, Z devra étre 
censé fonction de z, si, la valeur de z étant donnée, on peut en déduire celle 
de Z, ou, en d’autres termes, si, la position du point A étant donnée, on 
peut en déduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables 
réelles X, Fsoient des fonctions déterminées des variables réelles x, y. 

Concevons maintenant que l’on désigne, à l’aide de la lettre caractéris- 
tique A placée devant les variables 


LP À, F,2Z, 
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des accroissemients finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes variables. 
Supposons, d’ailleurs, que Z reste fonction continue de z, du moins 
pour des valeurs de z comprises entre certaines limites. Pour de telles va- 
leurs de z, à des accroissements infiniment petits Ax, Ay de x, y, corres- 
pondront des accroissements infiniment petits Az, AZ de z, Z; et la dérivée 
de la variable Z considérée comme fonction de z ne sera autre chose que 
la limite dont s’approchera indéfiniment le rapport 
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tandis que Ax , À y s’approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée sera 
désignée, comme dans le cas où z est réel, à l’aide de Ja lettre caractéris- 
tique D, par la notation D,Z. D'autre part, les quatre différentielles 


dx, dy, dz, d7 


des quantités algébriques variables x, y, et des quantités géométriques va- 
riables z, Z, seront quatre quantités nouvelles, les deux premières algé- 
briques, les deux dernières géométriques, dont les rapports seront préci- 
sément égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits 
Aæi:âp,.:423, 82 

de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de Z, relative à z, se confon- 
dra évidemment avec le rapport différentiel de Z à z, c’est-à-dire avec le 


rapport 
dz 


dz 
des différentielles dZ, dz, en sorte qu’on aura 


dz 
EC: 


(3) D.Zs= 


Si, dans la formule (3), on substitue à la différentielle dz, sa valeur 
tirée de la formule (r), savoir 
dz=dzx<+idy, 
et à la différentielle dZ, sa valeur fournie par une équation semblable à Ja 
formule (4) du $ II, savoir 
dZ = D,Z dx + D,Zdy, 


on trouvera 


__D,Zdz+D,Zdy 
(4) DZ dz+idy 
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Si, d’ailleurs, on pose 


dy 
ou, ce qui revient au même, 
d d 
(6) RO LU EIE 
COS æ SIN & 


l'équation (4) donnera 


D,Z cosa + D,Zsinm. 
cos & —- 1 Sin 


(7) | Le— 


puis, en ayant égard aux formules 


I = COS FISUD, Ut 


L4 


on tirera de l’équation (7), 
(8) D,Z =:1_,(D,2 coss + D,Zsins). 


Il est bon d’observer que, dans les formules (4), (7), (8), les dérivées 
partielles D,Z, D,Z varient généralement avec la position du point mo- 
bile À, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectangulaires 
x, y de ce même point, ou, ce qui revient au même, à des fonctions de 
l’affixe z. D’autre part, tandis que les coordonnées x, y varieront par de- 
grés insensibles, le point À décrira généralement une courbe continue; et 
si par ce point on mène une droite qui forme, avec J’axe polaire, un 
angle æ propre à vérifier la formule (5), la direction de cette droite, 
appelée tangente , sera ce qu’on peut nommer la direction de la courbe au 
point dont il s’agit. Si la ligne décrite par le point À se réduit à une droite, 
la tangente ne différera pas de cette même droite. Cela posé, il suit immé- 
diatement de la formule (4), (7) ou (8) que la dérivée de Z, considérée 
comme fonction de z, dépend en général, non-seulement de la position du 
point À sur la ligne qu’il décrit, mais encore de la direction de cette ligne. 
Si cette direction devient parallèle à l’axe des x ou à l’axe des y, on 


aura 
Or AN OU UE 0, 


et la dérivée de Z, prise par rapport à z, sera, dans la première hypothese, 
(9) D,Z; 
dans la seconde hypothèse, 


(10) = = — iD,7; 
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comme on pourrait aussi le conclure de la formule (7) ou (8), en posant 
dans cette formule 


LS 
æ — O ou An 


Concevons maintenant que la fonction Z, supposée explicite, ou rendue 
explicite par la résolution de l’équation ou des équations qui la détermine- 
raient, soit nonodrome, du moins entre certaines limites de z; c’est-à-dire 
qu'entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction 
continue de z, par conséquent de x et de y, tant qu’elle ne devient pas 
infinie. Concevons encore que les dérivées partielles du premier ordre 


DA DA 


satisfassent à la même condition; c’est-à-dire qu'entre les limites données 
de z, chacune de ces dérivées partielles soit monodrome. Alors la dérivée 


D,Z 


conservera entre les limites données de z, et tant qu’elle ne deviendra pas 
infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la variable ima- 
ginaire z et de l’angle 5. Ajoutons qu’en vertu de la formule (7) ou (8), 
cette dérivée deviendra indépendante de l'angle 5, si les deux valeurs par- 
ticulières de cette dérivée, représentées par les expressions (9) et (10), 
deviennent égales entre elles. Alors, en effet, on aura 


DZ 


(11) = D,2Z, 
par conséquent 
(12) D2-in7 


et l'équation (7) ou (8) donnera 
(13) D,Z=D;Z, 


‘ À d 4 , 
quelle que soit d’ailleurs la valeur du rapport T » OU, ce qui revient au 
même, de l’angle 5. Donc alors la dérivée 

D,Z 


deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point 

mobile A , et se réduira simplement à une fonction des variables réelles x, y, 

ou, ce qui revient au même, à une fonction de la variable imaginaire z. 

D'ailleurs, pour que cette réduction s’effectue, il est évidemment nécessaire 
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que la dérivée 

D,Z 
conserve la même valeur quand la direction de la ligne décrite par le point 
À devient parallele à l’axe des x, et quand elle devient parallele à l’axe 
des y; en conséquence, il est nécessaire que les dérivées partielles de Z, 
relatives à x et à y, savoir D,Z et D, 7, satisfassent à la condition exprimée 
par la formule (r2). 

Dans le cas spécial que nous venons d’indiquer,: la dérivée D,Z sera, 
aussi bien que Z, du moins entre des limites données de Z, une fonction 
monodrome de cette variable. | 

Au reste, pour que la dérivée D,Z soit une fonction monodrome de la 
variable imaginaire z, entre des limites données de 2, il n’est pas nécessaire 
qu'entre ces limites, la fonction Z soit elle-même monodrome : il suffit que 
les deux dérivées partielles du premier ordre 

DZ, Dr. 
étant monodromes entre les limites dont il s’agit, satisfassent à l’équa- 
tion (12). ù 

Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera mono- 
drome. En vertu de la remarque précédente, une fonction de la variable 
imaginaire Z pourra être monogene entre des limites données de z, sans 
être constamment monodrome entre ces mêmes limites. 

Ainsi, par exemple, si l’on pose 
(1 4) Z = 13 , 
ou, ce qui revient au même, 

(15) Z=1l{(x + ri), 


on aura encore , eu égard à la formule (30) de la page 271, 


16 Z= (2 + y) Li Z arccos ——— 
( ) 2 ( AR Vr Vr+ 7 
par conséquent, 

I I i i 
(7) RE 


et, comme les valeurs précédentes de D,Z,D,Z seront, entre des limites 
quelconques de la variable 
Er YL 


des fonctions monodromes de cette variable qui vérifieront la condition (12), 


( 347) 
la dérivée D,Z de Z —1z, déterminée par la formule (7) ou (8), devra 
être aussi constamment une fonction monodrome de z, ce qu’il est aisé de 
vérifier, puisque l’on aura 


(18) | D,Z=D,Z=- 


Par suite, la fonction 1z sera constamment monogène. Toutefois, cette 
fonction 1z, qui restera elle-même monodrome, tandis que l’on fera va- 
rier x entre les limites o, æ , cessera d’être monodrome quand x deviendra 
négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle passera brusque- 
ment de la valeur 

L ‘ ; 

- 1(x?) — ri, 
à la valeur 

I ‘ A 


tandis que y passera, en décroissant, d’une valeur négative à une valeur 
positive. 


44. 


( 548 ) 


Sur la différentiation des fonctions explicites ou implicites 
d'une ou de plusieurs quantités géométriques. 


Les principes établis dans l’article précédent permettent d’obtenir facile- 
ment les différentielles des fonctions d’une ou de plusieurs quantités géo- 
métriques, quand ces fonctions se trouvent exprimées à l’aide des notations 
usuelles. De plus, en partant de ces principes, on reconnaît aisément que 
les formules et les propositions relatives à la différentiation des fonctions 
de variables réelles continuent généralement de subsister quand ces varia- 
bles deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z étant fonction d’une 
variable imaginaire z, on aura, comme on l’a déjà remarqué dans l’article 
précédent, 

(1) dZ=D,Zdz; 
et Z étant une fonction de plusieurs variables imaginaires #, v, w,..., on 
aura généralement 


(2) dZ =D,Zdu + D,Zdv + D,Zdw + … 


Les formules (1) et (2) fournissent les règles connues pour la détermination 
des fonctions de fonctions et des fonctions composées. 

La différentiation des fonctions entières d’une variable imaginaire z s'ef- 
fectue de la même manière et conduit aux mêmes formules que dans le cas 
où cette variable est réelle. Ainsi, par exemple, x étant un nombre entier 
quelconque, et a, b, c,..., des constantes imaginaires, on aura, pour des 
valeurs imaginaires, comme pour des valeurs réelles de z, 

(3) HP DE 

(4) ds ns" "dz, 

(5) d(a+bz+c2+...+8k7)=(b + 2cz +...+ né!) dz, 
et, par suite, 

(6) Mme, 

(7) (5 PP ne 

(8) D, (a + bz+ ce +...+ kg) = 0 + ac2 +...+ nkz". 


( 549 ) 
La même remarque s'applique aux fonctions rationnelles d’une variable 
imaginaire z. Leurs différentielles et leurs dérivées, exprimées en fonctions 
de z, sont précisément celles qu’on obtiendrait si z était réel. 
Considérons maintenant l’exponentielle e*, et posons 
Z=X + LAr 
x, ÿ étant réels; on aura | 


e? — et +ri — e? ei, 
ou, ce qui revient au même, 
e = € 1,, 

puis on en conclura, eu égard à la formule (2 ), 

dé = e"dr,+1,de; 
et de cette dernière équation , combinée avec les formules 

dé C0, Al iIAR 0e -dr +0) 

on tirera 
(9) de=e"0s, 
par conséquent 
(10) Den e. 


Donc la dérivée de l’exponentielle e° est cette exponentielle méme, quelle 
que soit la valeur réelle ou imaginaire de z. 

En partant de la formule (9), on déterminera sans peine les différentielles 
et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un nombre autre : 
que e, comme aussi des fonctions entières ou même rationnelles d’exponen- 
tielles quelconques. Ainsi, par exemple, A étant un nombre quelconque, 
et a étant le logarithme népérien de a, on déduira de l'équation (9), jointe 
à la formule 


AZ _— pen 
les équations 
(11) dA*— A‘tAda, 
(12) | D,A°— A’ ]A. 
De même , de l’équation (9), jointe aux formules 
etite—:i ; 31 p—ti 
COSZ2= —) SiNz2—= ———; 
2 2 


# 


on déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos z et sin z, 


(: 358) 
considérées comme fonctions entières de l’exponentielle e’;, et l’on trouvera 
ainsi | 
(13) dcosz = — sinzdz, dsinz— coszd3z, 
(14) D, cos z = — sinz, D, sin 3 = cos z. 
Enfin, des formules qui précèdent, jointes à l'équation (2), on déduira 
sans peine les différentielles et les dérivées d’une infinité de fonctions 


explicites d’une ou de plusieurs variables imaginaires. 
Concevons, pour fixer les idées, que 


Z=X + Fri 
représente une fonction de la variable imaginaire 
2=&X+ Ti, 
æt,J, À, étant des variables réelles. Pour que l’on puisse déduire de la 


formule (2), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différentielle dZ, 
et de la dérivée 


il suffira que les variables imaginaires z, Z puissent être considérées comme 
liées l’une à l’autre et à certaines variables auxiliaires 


HO (Pr 
de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain ordre 
indiqué par la suite 
(15) Po UV, Dr, 
l’une quelconque d’entre elles, 4 par exemple, soit équivalente à une certaine 
fonction rationnelle des variables suivantes : 

[9 9 w, .. ? Z; 
et des exponentielles 

HP TETE 


ou de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans cette 
hypothese, la différentielle de w, considérée comme fonction de », w,..., z, 
sera fournie par une équation de la forme 


(16) du = D,uds + D,udw +...+ D,udz; 


la différentielle de Z , considérée comme fonction de ...,u,v,#,...,2, 
sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on élimine 


9571 


les valeurs des différentielles 
…., Au, dy, dw,,…, 


données par la formule (16) et les formules de même espèce, l'équation ré- 
sultante de l'élimination déterminera le rapport différentiel de Z à z, ou, en 
d’autres termes, la dérivée de Z considérée comme fonction de la seule va- 
riable z, par conséquent la valeur cherchée de D, Z. D'ailleurs, cette valeur 
de D,Z sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de la varia- 
ble z, dans le voisinage d’une valeur finie attribuée à z; ou du moins les 
seules valeurs finies de z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, 
seront des valeurs singulières, propres à représenter les affixes de certains 
points isolés et séparés les uns des autres. La circonstance particulière que 
nous venons de signaler se présenterait , par exemple, si l’on supposait 

(17) fi EU H=0, VV... 


LA 
74 


et, par suite, 


(18) 2er 


Alors la fonction Z et sa dérivée 


(19) D,Z.=—-e", 


æ 


resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z 
distincte de zéro; mais Z et D,Z deviendraient simultanément discontinues 
pour une valeur nulle de z, et les limites dont s’approcheraient ces deux 
fonctions, tandis que la ‘variable z — x + yi s’approcherait indéfiniment 
de zéro, pourraient être ou finies ou infinies. Ces limites seraient effective - 
ment 1 et o, si l’on supposait y = 0, æ < o; elles seraient © et — æ, si 
l’on supposait y — 0, x > o. 
Si à la première des équations (17) on substituait la suivante : 


I 


(20) L = —) 
1 + u 
on aurait 
r I 
Z = , 
(217 à 
(21) ro de 
d " 
I e° 
(22) D,Z — ES eee 


('352") 


et les deux fonctions Z, D,Z deviendraient discontinues, non-seulement 
pour une valeur nulle de z, mais encore pour les valeurs singulières de z 
propres à vérifier la condition 


(23) e° = — I, 
c'est-à-dire pour toutes les valeurs de z données par la formule 
/ i 
2 EE 
(24) : (2n+i1)r° 


ñ étant un nombre entier quelconque. 
Supposons maintenant que les termes de la suite (15), étant rangés dans un 
ordre quelconque, soient liés entre eux par des équations dont les premiers 


membres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes termes et des expo- 
nentielles | 


a] 


z 
e ge) ln 2. RS "REA 
les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ce8 équations, quel- 
ques-unes des variables 
Le ON 


seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équations est 
égal au nombre des variables diminué de l’unité, Z sera une fonction impli- 
cite de z. Cela posé, il suffira évidemment de différentier les diverses équa- 
tions , puis d’éliminer 


du, ds, d#,..…. 


des équations différentielles ainsi formées, pour obtenir une équation finale 
que déterminera la différentielle 7Z et la dérivée 


in = - 
de Z considérée comme fonction de z. D'ailleurs, la valeur trouvée de D, Z 
sera généralement, ainsi que Z, une fonction continue de z, dans le voi- 
sinage d’une valeur finie attribuée à z, ou du moins les seules valeurs finies 
de Z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, seront des va- 
leurs singulières propres à représenter les affixes de certains points isolés 
et séparés les uns des autres. 
Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par une seule équation 


(25) =», 


dont le premier membre U soit une fonction rationnelle des variables z, Z 


: (35%) 
et des exponentielles e*, eZ, on trouvera, en différentiant cette équation, 
(26) D, UdZ +D,U/dz =, 


et, par suite, 


dZ re D, U 
M hr. 
ou, ce qui revient au même, 
È D, U 
(27) DE Du: 


Supposons, par exemple, Z lié à z par l'équation 
(28) eZ — z, 
que l’on peut encore écrire comme il suit : 
eE.— 2 — 0. 
On trouvera, en différentiant cette équation, 


e".dZ — ds —0, 
et, par suite, 
1 ARE I 
dz z 
ou, ce qui revient an même, 
I 
(29) DZ — . 
Il est bon d’observer que, dans le cas où le nombre des variables imagi- 
naires représentées par 
Po M ie 


surpasse d’une unité le nombre des équations auxquelles ces variables sont 
assujetties, on peut obtenir la différentielle dZ, et, par suite, la dérivée D, Z 
de Z considéré comme fonction de z, ou en différentiant, comme on vient 
de le dire, les équations données, ou en tirant d’abord de ces équations 
supposées résolubles la valeur de Z, et en différentiant cette valeur présentée 
sous la forme 


Z = ZX + F1. 


Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par l'équation (28), la fonc- 
tion implicite Z admettra une infinité de valeurs distinctes qui seront 
toutes comprises dans la formule 


(30) Z=c+lz, 
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(354) 
la constante c désignant l’un quelconque des termes de la progression 
arithmétique 
“"ATIs 201, 0, 211, Had... 
Par suite, la dérivée de Z considéré comme fonction de z se réduira tou- 
_ jours à la dérivée de 


ii ù 
(92) 12 -1l(x? + p*)+i arc cos ——, 

À Vr° Vr +7 
D'ailleurs cette dernière dérivée sera, comme on la déjà remarqué dans 
l'article précédent, 


(32) D,1z=-. 


Donc, en supposant Z déterminé par l'équation (28), on aura, comme 
l'indique la formule (29), 


D,Z =”. 
Z 


Observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit direc- 
tement la formule (29) de l’équation (28), sans recourir aux équations (30) 
(or) 

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d’une fonction 
explicite Z de la variable z, dans le cas où cette fonction coïncide avec 
l'une des valeurs d’une fonction implicite déterminée par une ou plusieurs 
équations, il peut être avantageux de différentier directement l’équation ou 
les équations données. 

En partant de la formule (32), on obtient aisément les dérivées d’un 
grand nombre de fonctions explicites qui peuvent être exprimées en loga- 
rithmes népériens. Ainsi, par exemple, comme on a | page 280 |, 
l(1+zi)—1(1—z:i) 

21 


(33) arc tang z — 


? 


on en conclura 


D, arc tar = (——© + ——); 
1+zi 1—2i) ? 
par conséquent, 
Li 


1 + 7? 


(34) D, arc tang z — 


De même encore, comme, en désignant par «a une constante arbitrairement 
choisie, on a identiquement | 3° vol., page 381] 


(35) 0, 


Gohics 
on en conclura 
Diet date — " 
ou, ce qui revient au même, 
(36) eds, 


On trouvera, en particulier, 
1 


‘ 2 I 
(37) D,z —>2 
puis on en conclura, en remplaçant z par 1 — 7°, 
A 
(38) Dre 
— Z 


Enfin, comme on aura | page 282] 
(39) arcsinz =; 1[ÿ1=2 + il, 


on tirera de cette dernière équation, jointe aux formules (32) et (35), 


(4o) D, arc sin z = ——— 


Vi mages 
Les fonctions explicites qui, comme arc tang 3, 2“, arc sin z, ..., S'expri- 
ment en logarithmes népériens, peuvent être aussi considérées comme 
représentant certaines valeurs de fonctions implicites déterminées par des 
équations dont les deux membres renferment uniquement des fractions 
rationnelles et des exponentielles népériennes. Ainsi, par exemple, arc tang Z 
est une des valeurs de Z propres à vérifier l’équation 


(41) À ét or 


Se | 
io DE 


z® est une des valeurs de Z fournies par le systeme des deux équations 
(42) A — ee, e“ — 25 


enfin, arc sin z est une des valeurs de Z fournies par le système des 
équations 


(43) li—u+zi, uw —=1— 2. 


Cela posé, on ne doit pas être surpris de voir que les formules (54) et (36) 
peuvent être déduites directement des équations (4r) et (42). 


Mémoire sur les clefs algébriques. 


Je nomme clefs algébriques des variables qui n'apparaissent que passagè- 
rement en des formules où leurs produits sont définitivement remplacés 
par des quantités qui peuvent être arbitrairement choisies. Ces variables 
méritent doublement le non de clefs, puisque leur intervention permet, 
non-seulement d'introduire avec facilité dans le calcul des quantités qui se 
glissent à leur suite, et auxquelles elles ouvrent la porte pour ainsi dire, 
mais encore de résoudre promptement un grand nombre de questions di- 
verses. 

On peut d’ailleurs employer, comme clefs algébriqnes, toutes sortes de 
quantités variables, même celles que l’on nomme différentielles et varia- 
LIONS. 


$ I‘. — Considérations générales. Notations. 


Considérons, d’une part, m variables 
MS D 
d'autre part, z fonctions linéaires et homogènes de ces variables, repré- 
sentées par 
À, Hs Vos..s GS) 
en sorte qu’on ait 
1=aua+b,8+cy+..+hn, 
| = au+b6+C:y+...+/hn, 
(1) ; (y —=a;sa+b,6 + C3 +... + hsn, 


S — da,ù + b,6 UE Cr us LE, 


di; bé Cp. A$ Az) Ds: Cas...) ha; LE 1 Cp.) ha, ; An be, (PETEETE h, 
étant des coefficients constants. Le produit 


(2) AV:.. ç 


(357 ) 

de ces fonctions multipliées l’une par l’autre dans un ordre déterminé 
pourra être décomposé en produits partiels dont chacun renfermera un 
coefficient constant avec 7 facteurs variables égaux ou inégaux; et l’on 
pourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de l’ordre dans 
lequel les multiplications sont effectuées, en écrivant le premier le facteur 
variable qui appartient à la fonction À; puis, à la suite de celui-ci, le fac- 
teur variable qui appartient à la fonction y1,...; puis, à la derniere place, 
le facteur variable qui appartient à la fonction s. De plus, après avoir ainsi 
décomposé le produit (2) en plusieurs termes, on pourra, dans chaque 
terme, remplacer le produit des facteurs variables par une quantité arbi- 
trairement choisie, et méme substituer deux quantités distinctes à deux 
produits qui ne différeront entre eux que par l’ordre des facteurs. En vertu 
des substitutions de cette nature, le produit (2) se transformera en une 
quantité nouvelle que nous appellerons produit symbolique, et que nous 
désignerons par la notation 


(5) Amy... |, 


en renfermant le produit donné entre deux traits verticaux. Nous indique- 
rons les substitutions elles-mêmes sous le nom de transmutations, et cha- 
cune des quantités substituées par le produit auquel on la substitue, ren- 
fermé encore entre deux traits. Enfin, nous nommerons clefs algébriques 
les variables &, 6, y,..., n qui, momentanément admises dans le calcul, 
disparaissent quand on passe du produit (2) au produit (3), et nous dirons 
que cé dernier produit a pour facteurs symboliques les fonctions linéaires 
ADS VASE | 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait m — 2, n — 2, en sorte que 
les formules (1) se réduisent aux deux équations 


4) À =\dia + 6:86, 
u = aa + b,6. 

On aura, dans cette hypothese, 

(5) Au=a,a,a + a,b,a$ + b,a,6x + b,b,6?; 

par conséquent, 

(6) jAul=aa,|a| + a,b,|a8|+ ba, |6ui + b,b,16|; 


et, si l’on assujettit les clefs &, 6 aux transmutations 


(7) l=i, |efl=s, |é1=3, jé 


= 4, 


(358 ) 
on trouvera ‘ 
(8) | À p. 


Ajoutons que la valeur du produit symbolique || sera modifiée si l’on 
échange entre eux les deux facteurs }, .. En effet, en supposant toujours 
les clefs &, 6 assujetties aux transmutations (7), on trouvera 


= A, +24,b, + 3b,a + 4b,b.. 


(9) [ul = aa, +2a,b, + 3b,a, + 4b,b,. 


Comme on le voit, en multipliant l’une par l’autre des fonctions linéaires 
de clefs algébriques, on construit en quelque sorte un moule dans lequel 
des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les places d’abord 
occupées par les divers produits de ces mêmes clefs. Le produit symbo- 
lique ainsi obtenu dépend tout à la fois et des coefficients des clefs dans les 
fonctions linéaires données, et des quantités substituées, ou, en d’autres 
termes, de la nature des transmutations. On conçoit, qu’en raison de cette 
nature, un produit symbolique peut acquérir des propriétés qui facilitent 
notablement la démonstration d’un théorème ou la solution d’un problème; 
et l'habileté du calculateur consiste à choisir les transmutations qui lui 
permettent d'atteindre avec moins de travail le but qu’il s’est proposé. 

Si, en adoptant les notations ci-dessus mentionnées, on nomme x un pro- 
duit de clefs algébriques rangées dans un certain ordre, la substitution 
d’une quantité déterminée k au produit x sera indiquée par la formule 


(10) xl =Rk. 


Si, dans cette formule on voulait supprimer les traits entre lesquels est 
renfermé Île produit x, on devrait en même temps, pour éviter toute mé- 
prise, substituer au signe — un signe différent, par exemple le signe — 
que j'ai déjà employé pour cet usage dans les Comptes rendus des séances 
de l’Académie des Sciences. Alors, à la place de la formule (10), on obtien- 
drait celle-ci 


(1r) * + 
SIL. — Décomposuion des sommes alternées, connues sous le nom de résultantes, ex facteurs 
symboliques. 


Les sommes alternées que nous avons déjà considérées dans le second 
volume de cet ouvrage (page 160), peuvent être facilement décomposées en 
produits symboliques. 

En effet, considérons d’abord la somme alternée s, formée avec les quatre 
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termes du tableau 


Air 0w 
(1) # 
>; 29 
et fournie par l'équation 
(a) s=$(+4,b,)=a,b, — a,b.. 


Si l’on donne pour coefficients à deux clefs algébriques &, 6 dans deux 
fonctions linéaires }, , les termes que renferment la premiere et la seconde 
ligne horizontale du tableau (1), on aura non-seulement 


a : 
u = aa + b,6, 


(5) 

mais encore 
(4) QDul= aa, |a|+a,b,|a8|+ Ba |8a|+ b,b,|6|; 

et, pour que le produit symbolique || se réduise à la résultante s, il suf- 
fira évidemment de poser 

(5) fat later, | +7, 162 | — o. 

Sous cette condition, l’on aura 

(6) s= [Ag]; 


et À, 1 seront les facteurs symboliques de la résultante s. 
Si, aux formules (5) on substituait les suivantes : 


(7) ju?]=o, [éal=—la6l, [61—o, 

alors, à la place de l'équation (6), on obtiendrait la formule 
Qu|=s|a6l, 

ou 

(8) s= 

dans laquelle il suffirait de poser [48 | — 1 pour retrouver l'équation (6). 


Remarquons d’ailleurs que la seconde des formules (7) peut s’'écrire comme 
il suit : 

(9) La] + 1x] = 0, 

et que la formule (9) donne | «| — o ou |6?| = o quand on y suppose 


6 — u. Donc, en définitive, les transmutations (7) sont toutes trois com- 
prises dans la formule (9). Donc il suffit de recourir à cette formule et à 


( 360 ) 


celles qui s’en déduisent, pour obtenir l'équation (8), et, par suite, pour 

décomposer en facteurs symboliques la somme alternée 5, c’est-à-dire la 

résultante algébrique formée avec les quatre termes du tableau (1). 
Considérons maintenant la somme alternée s formée avec les divers termes 


du tableau 
Ai; Pi; Ci... 3 


A; b,, Ch lus 
(ro) ; ( LEE Ds, Css ne 
D RE EP LÀ 
et fournie par l’équation ; 
(11) di A 0 ll) Mila D 
le nombre des lettres a, b,c,..., k étant égal à n. Représentons d’ail- 


leurs par 
LR CR MT 


n clefs algébriques distinctes, et par 

À, Hs Vie. S 
ñn fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Si l’on donne à ces clefs pour 
coefficients, dans les fonctions linéaires À, u, v,..., 6, les termes que ren- 
ferment la première, la deuxième, la troisième, etc., la derniere ligne hori- 
zontale du tableau (5), c’est-à-dire si l’on pose 
[Ai=aa+b,6+c;y+...+hin, 
| u= au + b8 + Cy +... + han, 
{ y 


| 


le produit symbolique 


= aua+b6+c;y+..+hn, 


(afin 7 PO A op b,6 + CR Ye te ho n: 


(13) QAuv... climahses..ih,lafy...n| + 
sera évidemment une fonction linéaire du produit 
HT Hi 
et de tous ceux qu’on peut obtenir en multipliant l'un par l’autre » facteurs 
distincts ou non distincts, pris dans la suite 


OL. ul, 


RTS 
et en plaçant, au bas de ces facteurs écrits à la suite les uns des autres, les 
indices 1, 2, 3,..., n. Ajoutons que, si l’on représente par # l’un quel- 
conque de ces produits et par Æ|x| le terme proportionnel à 4 dans le 
second membre de la formule (13), il suffira, pour obtenir le produit x, 
d’effacer dans le produit 4 les indices placés au bas des lettres, et d’y substi- 


tuer partout la lettre & à la lettre &, la lettre 6 à la lettre b, etc., la lettre n 
à la lettre A. 

D'autre part, pour que le produit # soit l’un de ceux que contient la 
résultante s, il est nécessaire qu’il renferme une seule fois chacune des 
lettres 


4 DC, h: 


et, lorsque cette condition sera remplie, le produit Æ pourra être, dans la 
résultante s, affecté du signe + ou du signe —. Il y sera, en effet, affecté 
du signe +, si, pour passer du produit 


a, b, Cgro. h, 


au produit #, il faut opérer entre les lettres a, b, c,..., h, prises deux à 
deux, un nombre pair d’échanges, et du signe — dans le vas contraire. 
Donc, pour réduire le produit symbolique |Auv...ç|, déterminé par la 
formule (13), à la résultante s, on devra poser 


(14) [x] = 0; 
quand l’une quelconque des lettres 


ay 6, Yr. N 


entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit x, et poser, au 
contraire, 


(15) (xl =, 
ou 
(16) | bel= 1, 
quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres 
a, 6, Yreo.s 5 
la formule (15) étant relative au cas où l’on sera obligé d’opérer entre ces 
lettres prises deux à deux un nombre pair d'échanges, pour passer du pro- 
duit|a&6y... n| au produit ||. Sous ces conditions, la formule(13) donnera 
(17) : $ = jAuv...$ss 
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( 36%) 
et, par conséquent, À, (1, v,..…., s seront les facteurs symboliques de la ré- 


sultante 5. 
Si, en conservant la formule (14), on remplaçait les formules (15) et (16) 


par les suivantes : 

(18) Dre [a8y... n|, 

(19) [xl = — {ay n|, 

alors, à la place de l’équation (17), on obtiendrait la formule 


Pauv... s|=s|a6y...n|, 


ou 
__ Pur... | 

(20) | ST [y 1] 

dans laquelle il suffirait de poser 

(21) ap anmter, 


pour retrouver l’équation (17). 
Au reste, pour déduire les formules (14), (18) et (19) des transmutations 


de la forme 

(22) Léa] = — |a6], 

il suffit d'admettre que les transmutations de cette forme continuent de sub- 
sister quand on introduit une ou plusieurs fois de suite dans les deux 
membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs auxquels on as- 
signe les mêmes places, et qu'elles continuent encore de subsister quand les 


divers facteurs ne sont pas tous distincts les uns des autres. 
Ainsi, par exemple, si les clefs que l’on considère se réduisent à trois, 


œ;, 6, Ÿ 


on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six produits sym- 


boliques 
|asy|, | 6ya |; |yas |, 


(23) 
layé], Iéayl, [yéæl. 
Alors aussi les transmutations de la forme (22) seront au nombre de trois, 
Savoir : 
(24) 11=—167k layi=—lyel I6al=—]|a6l. 


Or, si dans chacune de ces dernières transmutations on introduit la clef 
qu’elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignant dans 
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chaque membre ou la première ou la dernière place, on trouvera, dans le 
premier cas, 


(25) ay|=—T[aéy|, |6ayl=—18yal, 16e] = — ya; 
dans le second cas, 
(26)  [yéal——]6yal, [ay$|=—1|ya8l, [8ayl = —laéyl. 
On aura donc 
. al= léel= lé 

= — [al =— 1627] = — |ya|; 


et, par suite, en nommant |x| l’un quelconque des produits (23), on 
trouvera 


(28) xl=  [aéy|, 
ou 
(29) kel=—T{ay|, 


suivant que le produit |x|se déduira du produit | «67| à l’aide d’un nombre 
pair ou impair d'échanges opérés entre les trois clefs &, 6, y prises deux à 
deux. Ajoutons que, si les formules (24) et celles qui s’en déduisent conti- 
nuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois facteurs 
égaux entre eux, elles entraïneront avec elles les transmutations 


(30) late Id die 0 
(31) il 0 yet 0, 145) 0, 
61 0, (y i=0, (ét 0, 


c’est-à-dire les transmutations de la forme 
(32) xl 0, 
|x| étant le produit symbolique de trois facteurs dont deux au moins se 
confondent l’un avec l’autre, et chacun de ces facteurs étant l’une des trois 


clefs 
CA PET 


On vient de voir avec quelle facilité s opère la décomposition des sommes 
alternées en facteurs symboliques. Cette décomposition une fois opérée, on 
peut s’en servir avec avantage pour découvrir ou pour démontrer les prin- 
cipales propriétés des sommes alternées. D’ailleurs, les transmutations aux- 
quelles nous avons été conduits par le calcul, ont des formes spéciales 


46. 
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comprises elles-mêmes dans des formes plus générales qui:méritent d’être 
remarquées, et qui seront indiquées dans le paragraphe suivant, 


$ II. — Transmutations géométriques et homogènes. Transmutations et clefs anastrophiques. 


Étant données 7 clefs diverses 


Œ;, 6, Vos N; 
soient 


EPA PES Er 


divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes 
de ces clefs. Les transmutations auxquelles on assujettit les clefs &, 6, 
Y..., n, pourront être de deux espèces différentes. En effet, chacune de 
ces transmutations pourra ou fournir immédiatement la valeur k d’un pro- 
duit symbolique | x|, et se réduire ainsi à la forme 


(1) xl =k, 


ou établir une certaine relation entre divers produits symboliques |0|, |c|, 
[x]... On doit surtout remarquer les transmutations qui fournissent les 
rapports géométriques de ces produits, pris deux à deux, et qui seront 
nommées, pour cette raison, éransmutations géométriques. Considérons, 
pour fixer les idées, une transmutation géométrique qui fournisse le rap- 
port r de deux produits symboliques |x|, ||. Cette transmutation pourra 
s’écrire comme il suit : 


(2) pui rlel, | 
et le rapport prendra le nom de module. Cela posé, il est clair qu’à chaque 


transmutation géométrique correspondront généralement deux modules 
inverses l’un de l’autre. Car le module r étant le rapport géométrique de 


" ; I A ; : ; 
|x| à |e|, le module inverse - ou r-" représentera le rapport inverse de 


|c| à |x|, et la transmutation (2) pourra encore être présentée sous sa 
forme 


(3) bts at be 
Cette même transmutation sera nommée réciproque, si la formule (2) con- 


tinue de subsister quand on échange entre eux les produits symboliques |:|, 
||, c’est-à-dire si l’on a non-seulement 


Pel=rlel, 
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mais, réciproquement , 
(4) l=rlal: 
Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre avec la 


formule (3), les deux modules r, r-' deviendront égaux entre eux, et l'on 


aura en conséquence 
TT 


LR r 
ou, ce qui revient au même, 

(5) +, 
puis on en conclura ou 

(6) EL 
ou 


(7) r= —1. 


Les formules (2), (3), (4) seront réduites, dans le premier cas, à la 
transmutation 


(8) Pel={e; 
dans le second cas, à la transmutation 
(9) lxl=— |], 


que l’on pourra encore écrire comme il suit : 
(10) [xl + {el = 0. 
Si, dans une transmutation géométrique 
Ixl= re], 
les produits symboliques |x|,|:|, que renferment les deux membres, se ré- 


duisent à un seul et même produit symbolique |x|, le module r sera néces- 
sairement l’unité, et la transformation réduite à la forme 


(11) [xl = 1x}, 


sera ce que nous nommerons une transmutation identique. 
Si les produits ||, | | sont distincts, mais composés des mêmes facteurs, 
chacun des facteurs étant l’une des clefs 


a, Or Yes, M) 


et si ces deux produits ne diffèrent l’un de l’autre que par l’ordre dans le- 
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quel ces facteurs sont écrits, la transmutation 


e| 
sera dite Aomogène, quel que soit le module r. Elle sera homogène et réci- 
proque si le module r se réduit à l’une des deux quantités — 1, + r. 

Le degré d’une transmutation homogène sera le degré même des pro- 
duits dont elle détermine le rapport géométrique, c’est-à-dire le nombre m 
des clefs employées comme facteurs dans chaque produit. La transmutation 
sera dite binaire, lorsqu'on aura m — 2; ternaire, lorsqu'on aura m — 3; 
quaternaire, lorsqu'on aura m — 4; etc. 

Ainsi, par exemple, les clefs données étant &, 6, y, etc., les transmuta- 
tions homogènes 


Er 


lEx|= 1261, 1821 = — 106) 
seront binaires ou du second degré; les suivantes 
lyaé| —|a6y|, [aab] = —]|aéa|,…., 


seront ternaires ou du troisième degré; etc. 
Avant d'aller plus loin, il sera bon d’examiner attentivement les divers 


produits symboliques 
AP 1x, Le], 
que l’on peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis parmi 


les clefs 
LASER CON D 


et de comparer ces divers produits à l’un d’entre eux pris pour type, par 
exemple au produit symbolique |8|, dans lequel les diverses lettres qui 
représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangées dans l’ordre indiqué 
par l'alphabet. | 

Soit | 9] l’un quelconque des produits en question. Lorsqu'une clef placée 
avant une autre clef dans l’alphabet, ou, ce qui revient au même, dans le 
produit |#| sera, au contraire, placée après elle dans le produit |0|, nous 
dirons que le produit | 4 | offre une énversion relative au système de ces deux 
clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit |8|, sera évidemment 
égal ou inférieur au nombre des combinaisons que l’on peut former avec 
m lettres prises deux à deux, c’est-à-dire au rapport 

m (m — 1) 
2 


et pourra d’ailleurs être pair ou impair. En d’autres termes, le nombre des 
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inversions;,divisé par 2, donnera pour reste o ou 1. Ce reste sera ce que 
nous nommerons l'indice du produit |9|. Cela posé, on pourra partager en 
deux classes les divers produits symboliques formés avec m facteurs dis- 
tincts, et ranger chacun de ces produits dans la première classe où dans la 
seconde, suivant qu’il aura pour indice zéro ou l’unité. 

Soient maintenant 

ll, Îxl 

deux produits symboliques distincts formés avec les m facteurs donnés. On 
pourra déduire le produit || du produit ||, soit à l’aide d’un seul échange 
opéré entre deux clefs, soit à l’aide de plusieurs échanges de cette espèce, 
et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs juxtaposées, c’est- 
à-dire entre deux clefs dont l’une suit immédiatement l’autre dans le pro- 
duit symbolique |:|. En effet, à l’aide de semblables échanges successive- 
ment opérés, on pourra toujours, dans le produit symbolique ||, amener 
une clef quelconque à une place quelconque. On pourra, par exemple, 
amener à la première place la clef qui occupe effectivement cette place dans 
le produit |x|; on pourra ensuite amener à la seconde place la clef qui, 
dans |x|, occupe cette seconde place, etc.; et continuer ainsi jusqu’à ce que 
du produit symbolique |x| on ait déduit le produit symbolique ||. D’ail- 
leurs, lorsque dans un produit de m clefs distinctes on échange entre elles 
deux clefs juxtaposées, un tel échange fait évidemment naître ou dispa- 
raitre une seule inversion; par conséquent, il fait passer ce produit de la 
premiere classe à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc 
les produits |:|, |x| appartiendront l’un à la première classe, l’autre à la 
seconde, si on peut les déduire l’un de l’autre par un nombre impair d’é- 
changes successivement opérés entre des clefs juxtaposées; ils seront de 
même classe si le nombre des échanges de cette espèce, à l’aide desquels on 
peut déduire |x| de |:|, est un nombre pair. 

Si l’on considérait, dans le produit |:|, deux clefs &, 8, dont la seconde & 
occuperait, à la suite de &, non plus la première, mais la Ziè"e place, il suffi- 
rait, pour échanger ces deux clefs entre elles, d'amener à l’aide de / 
échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées, la clef & à la 
place primitivement occupée par la clef 8, puis de ramener la clef 6 de la 
place précédente à celle que la clef & occupait d’abord, à l’aide de /— 1 
autres échanges opérés encore entre des clefs juxtaposées. Le nombre total 
des échanges effectués dans l’un et l’autre cas étant 2/— 1, par consé- 
quent, un nombre impair, nous devons conclure que les produits symbo- 
liques ||, «| seront toujours de classes distinctes, s’ils se déduisent l’un de 
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l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre deux clefs, quelles que soient 
d'ailleurs les places .contiguës ou non contiguës occupées par les deux clefs 
dans chacun des deux produits. 

Par suite aussi, le nombre des échanges à l’aide desquels on pourra dé- 
duire l’un de l’autre deux produits |:|, [x] de m facteurs distincts, sera 
toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un nombre pair 
si ces deux produits sont de même classe, ou, ce qui revient au même, si 
la différence de leurs indices est zéro; un nombre impair si les deux pro- 
duits sont de classes différentes, ou, ce qui revient au même, si la diffé- 
rence de leurs indices est l’unité. 

Concevons maintenant qu'après avoir formé les divers produits symbo- 
liques qui peuvent être construits avec m clefs distinctes, on égale entre 
eux tous ces produits, pris les uns avec le signe +, les autres avec le 
signe —, suivant qu’ils appartiennent à la première classe ou à la seconde. 
La formule ainsi obtenue déterminera les rapports géométriques de tous 
ces produits; et, si l’on nomme |:|, |x| deux quelconques d’entre eux, 
on aura 


(r2) =(-ile; 
L étant la différence entre les indices des deux produits ||, |x|. En d’autres 


termes, ces deux produits seront liés l'un à l’autre par une transmutation 
homogène et réciproque, dont le module r sera : 


(13) r=(—1 y : 

L’exposant / de — 1 dans ce module, c’est-à-dire la différence entre les in- 
dices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou à l’unité, ser: 
l'indice de la transmutation qui se réduira évidemment à la formule (8) s 
l’on a /— 0, à la formule (9) si l’on a / — 1. 

Parmi les transmutations comprises dans l’équation (12), on doit remar- 
quer la transmutation qu’on obtient quand les deux produits |x|, [se] se dé- 
duisent l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre deux clefs, et 
qui est toujours de la forme 

ee 1e}: 
Telle sera, par exemple, la transmutation binaire 
[8x] = — |aé|. 
Telle sera encore la transmutation 


[ady$e| — — |abyde|, 
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dans laquelle lés deux produits symboliques | a46yde|, | xd" y6e| se déduisent 
l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré entre les deux clefs 6, d. 
Une telle transmutation sera nommée anastrophique, son principal carac- 
tère étant l’espèce d’inversion (avactooon, inversio, seu conversio in contra- 
riam partem), qui résulte pour un produit symbolique |:| d’un échange 
opéré entre deux clefs. Pour bien voir en quoi consiste cette inversion, il 
suffit d'observer que la valeur d’un produit symbolique peut être repré- 
sentée, comme toute autre quantité, par une longueur portée, à partir d’un 
point fixe, sur une certaine droite, dans une certaine direction lorsque 
cette valeur est positive, dans une direction inverse ou contraire lorsque 
cette valeur est négative; et qu’une transmutation anastrophique fait cor- 
respondre à un échange opéré entre deux clefs ou, ce qui revient au même, 
à l’inversion du système des deux lettres qui désignent ces clefs dans un 
produit symbolique, une autre inversion, savoir le changement de direc- 
tion de la longueur qui représente le produit symbolique, et qui se trouve, 
après l’échange, dirigée en sens inverse. 

Lorsqu'on ne peut, du produit symbolique |:|, déduire le produit | +|, 
formé avec les mêmes clefs, à l’aide d’un seul échange opéré entre deux de 
ces clefs, on peut du moins passer d’un produit à l’autre à l’aide de plu- 
sieurs semblables échanges. Alors, pour que les produits [el, |x| vérifient 
la formule (12), il suffit évidemment de les assujettir, avec les produits inter- 
médiaires successivement obtenus , aux transmutations anastrophiques dont 
chacune exprime que deux produits consécutifs offrent la même valeur nu- 
mérique , l’un des deux étant égal à l’autre précédé du signe —. 

Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs 


ay 63 + 
vérifient la transmutation 
4 Lay = |yaé|, 
il suffit qu’elles vérifient les deux transmutations anastrophiques 
[ay =— ay], —]|xy$| = |yaf| 


formées avec les deux produits| 487], | yx8 | et le produit intermédiaire | æy6 |. 
De ce qu'on vient de dire, il résulte que, pour assujettir un système 
de 7 clefs 


dr os ee 7 
à toutes les transmutations homogènes et réciproques de la forme indiquée 
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par l'équation (12), il suffit de les assujettir aux diverses transmutations 
anastrophiques que l’on peut former avec des facteurs distincts arbitraire- 
ment choisis parmi ces mêmes clefs. 
Jusqu'ici, nous avons supposé que, dans une transmutation anastro- 
phique 


xl =— |}, 


les diverses clefs étaient distinctes l’une de l’autre. Supposons maintenant 
qu'il en soit autrement, et que des deux clefs échangées entre elles, la se- 
conde ne diffère pas de la première. Alors les produits symboliques |:|, 
| ne différeront pas l’un de l’autre, et la transmutation anastrophique 
donnera 


[el = —]x|; 
ou, ce qui revient au même, 

AiXIr 0, 
et, par suite, 
(14) HR os 


Donc, lorsque dans le produit |x| les diverses clefs employées comme fac- 
teurs ne sont pas toutes distinctes les unes des autres, la transmutation (14) 
peut être envisagée comme une transmutation anastrophique dans laquelle 
les deux facteurs échangés entre eux sont représentés par la même lettre. 
Ainsi, par exemple, les deux transmutations 


l&aél=0, |a6xl=0, 
se confondent avec les deux formules 
|au8|— — |aa8|, |aëa| = — |aba|, 
c’est-à-dire avec deux transmutations anastrophiques dans lesquelles les 
deux clefs échangées entre elles sont représentées l'une et l’autre par la 
lettre «&. Ajoutons que, dans les transmutations de cette espèce, on peut 


sans inconvénient écrire sous la forme de puissance un produit de facteurs 
consécutifs égaux entre eux. Ainsi, en particulier, la transmutation 


|æaa66y| = o 
pourra être présentée sous la forme 


y 


10 


Les notions précédentes étant admises, considérons un système de clefs 


or 
assujetties à vérifier les diverses transmutations anastrophiques que l'on 
peut former avec des produits symboliques de facteurs distincts ou non dis- 
tincts, arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs. Ce système et ces clefs 
seront nommés anastrophiques. Cela posé, si le système des clefs 


2,6, Yo 0 


est anastrophique, tout produit symbolique dans lequel une mème clef en- 
trera une ou plusieurs fois comme facteur, offrira une valeur nulle. Quant 
aux produits symboliques qu'on pourra foriner avec des clefs déterminées, 
prises dans le système, mais distinctes les unes des autres, ils offriront tous 
la même valeur numérique, leurs signes étant semblables ou contraires, 
suivant qu'ils seront de même classe ou de classes différentes. On connaîtra 
douc les rapports géométriques des divers produits symboliques dans les- 
quels entreront les mêmes clefs supposées distinctes les unes des autres. 
Mais les transmutations anastrophiques, qui établiront ces rapports, per- 
mettront de choisir arbitrairement l’un des produits symboliques construits 
avec des facteurs donnés. 1] convient d’ailleurs d’effectuer ce choix de ma- 
nière à simplifier les formules. C’est ce que nous avons déjà fait dans le 
$ IT, où les clefs 


Ho dir a 


que renferment les facteurs symboliques d’une somme alternée, peuvent 
être considérées comme des clefs anastrophiques assujetties à vérifier, non- 
seulement les transmutations anastrophiques dans lesquelles elles entrent 
comme facteurs, mais aussi la condition 


PVR ES 
En supposant que 


x|,7 


181, {el 


représentent des produits symboliques de degrés égaux ou inégaux, on peut, 
après avoir multiplié l’un par lautre deux ou plusieurs de ces produits, 
remplacer le résultat par le produit unique qu’on obtiendrait si l’on sup- 
primait les traits verticaux qui séparent deux produits écrits à la suite Fun 
de l’autre. La transmutation qu’on formera de cette manière sera nommée 
transmutation conjonctive. Telles sont, par exemple, les transmutations 


la?| [8 —la6l, Ie8llyd||e|| = Iaëydel, [oëy de —|u8yde|,.…., 


dans lesquelles |6| ne diffère pas de 6, ni |e| de &. 
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Cela posé, pour qu’un système donné de clefs 
&;, 6, sn 


soit anastrophique, il suffit évidemment que ces clefs vérifient d’une part 
les transmutations anastrophiques binaires, c’est-à-dire lés transmutations 
qui se présentent sous l’une des deux formes 


(15) [8a| = — |af|, 

(16) _. fet=o; 

d’autre part, les diverses transmutations conjonctives formées avec ces mêmes 
clefs. En effet, pour que les clefs &, 6, 9»... n Soient anastrophiques, il 
suffit qu’elles vérifient les transmutations anastrophiques dans lesquelles 
deux facteurs consécutifs sont échangés entre eux, et l’une quelconque de 
ces transmutations anastrophiques pourra toujours être déduite d’une trans- 


mutation anastrophique du second degré, jointe à deux transmutations 
conjonctives. Ainsi, par exemple, pour établir léquation 


[aySde| = — | «Syde|, 
il suffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire 
IS = — 167] 
les deux transmutations conjonctives 


[a|y6|| del ==] ay8del, |axl|8y||del — |a8yde]. 


Concevons à présent qu’étant données n clefs anastrophiques 
&y 6, Vs. Ni; 
on désigne, à l’aide des lettres 
| À, Hs Vs... G; 
7 fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Soient d’ailleurs 
Ml, IR, 


deux produits symboliques formés avec m facteurs arbitrairement choisis, 
non plus parmi les clefs &, 6, y,..., n, mais parmi les termes de la suite }, 
&, v,..., &. Enfin, supposons que les produits [1|, [K|, dont les facteurs sont 
les mêmes, se déduisent l’un de l’autre à l’aide d’un seul échange opéré 
entre ces facteurs. On pourra décomposer |I| et |K]| en produits partiels qui, 
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pris deux à deux, se correspondront et revêtiront les formes 
Ali, A}x|, 


A désignant un coefficient constant, et |:|, |x| deux produits symboliques 
formés tous deux avec les clefs &, 6, ,..., n rangées dans un ordre tel, 
que |x| se déduise de |:| à l’aide d’un seul échange opéré entre ces clefs. Or, 
les clefs &, 6, y,..., n étant supposées anastrophiques, on aura 


pe = — |; 
par conséquent, 
A}x|=— 4}: 


Donc les produits symboliques |I|, [K| se composeront de termes qui, pris 
deux à deux, seront égaux, aux signes près, mais affectés de signes con- 
traires, et l’on aura encore 


(17) IK|= — 11]. 
Ainsi, par exemple, dans l'hypothèse admise, les termes de la suite 


À, Hey Vs. 


vérifieront les transmutations anastrophiques 


HBl=— Qu, oul= — hu, 


Il y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les facteurs 
échangés entre eux dans les produits |T| et |K|, s’étendra, dans l’hypothese 
admise, tout comme la transmutation anastrophique 


[x] = — Le}, 


au cas même où les deux facteurs échangés entre eux seront représentés 
par la même lettre, et donnera dans ce cas 


IK|=—1IK}, 
ou, ce qui revient au même, 
10 -0. 
et, par suite, 
(18) fRl= Se: 


On aura, par exemple, 


Ft 0, [MR ER. 
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ou, ce qui revient au même, 

| Ho EU Se 0, 
Cela posé, la suite 

DE TOR PCT 

composée de termes qui vérifieront les transmutations de la forme (17) 
ou (18), c'est-à-dire les transmutations anastrophiques formées avec des 
produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces termes, 
pourra être considérée comme représentant un nouveau système de clefs 


anastrophiques. En conséquence, on pourra énoncer la proposition sui- 
vante : 


Théorème. Si, avec n clefs anastrophiques 
Lie t 
on construit 2 fonctions linéaires 


À, Hs Vs. $; 


ces fonctions constituéront encore un système de clefs anastrophiques. 
$ IV. — Sur les fonctions représentées par des produits symboliques de clefs anastrophiques. 


Dans le $ II de ce Mémoire, la recherche des facteurs symboliques des 
sommes alternées nous a mis sur la trace des clefs anastrophiques. En sui- 
vant une marche inverse, nous allons déduire de la considération de ces 
mêmes clefs, non-seulement la notion des sommes alternées connues sous 
le nom de résultantes, mais encore leurs principales propriétés. | 

Soient 

6 an 
n clefs anastrophiques, et 
| RÉTNE TR TE - 
n fonctions linéaires de ces clefs, déterminées par les équations (12) du 
$ IE, c’est-à-dire par les formules 
[i=aa+b,6+cy+...+hn, 
u= aa + b,6 + Coy +... + han, 
(a) EE 
| 


| PT + han. 
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Le produitssymbolique 
[Auv... ç|, 
décomposé en produits partiels, ne pourra offrir aucun terme dans lequel 
entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, l’une des clefs 
M Ou Vire Ÿ, 
par“conséquent aucun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs fois 


l’une des lettres 
Ci D is À; 


mais il renfermera, outre le produit partiel 
aibacs..….h,|a6y...n|, 
tous ceux qu’on peut en déduire, soit à l’aide d’un échange opéré d’une 
part entre deux clefs, d’autre part entre celles des lettres 
bu, c,%, À, 


qui correspondent à ces deux clefs, soit à l’aide de plusieurs échanges de 
cette espèce. D'ailleurs, comme un échange opéré entre deux clefs dans un 
produit de la forme 

|[a6y...n| 
a pour effet unique de changer le signe de ce produit, on doit évidemment, 
de ce qu’on vient de dire, conclure que l’on aura 


(2) PAUVRE" = Side in 
s étant la somme qu’on obtient quand au produit 
(3) u be: h, 


on ajoute: ceux qu'on peut en déduire à l’aide d’un ou plusieurs échanges 
opérés entre les lettres 4, b, c,..., k, chacun de ces derniers produits étant 
pris avec le signe + ou avec le signe —, suivant que le nombre des 
échanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formée est précisément la 
somme alternée qu’on nomme la résultante du tableau 


a;; b,; Cysc.. h,, 
A, big aide ler 


(4) FE Ds, RGfaig: Ds 


(:39%6°} 


et, pour réduire le produit symbolique | Auv... | à cette même somme, il 
suffit de poser 


(5) espion zx 
ce qui réduit l'équation (2) à la formule 
(6) sÆ | Auv.. 6 
déjà obtenue dans le $ IL. 
Le degré de la résultante s n’est autre chose que le degré du produit (3) 
et des produits de même espèce, c’est-à-dire le nombre 7 des facteurs ren- 


fermés dans chacun de ces produits. 
Si la résultante s est du second degré, la formule (6) donnera 


(7) s—|lu| = a,b, — a,b,. 
Si la résultante s est du troisième degré, on trouvera 


(8) S ——- | Au | = 4; bics au E ad, b,Cs + &b3c, Lu TÉ LUE — 4, bc: Per Hbc. 
etc. 


En général, si l’on désigne par la notation 
SH bits: 2.) 


la somme qu’on obtient en ajoutant au produit (3) ceux qui s’en déduisent 
à l’aide d’échanges opérés entre les lettres a, b, c, etc., prises deux à 
deux, chacun de ces produits étant pris avec le signe + ou avec le signe —, 
suivant que le nombre des échanges est pair ou impair, la formule (6) 
donnera 


(9) = ju gl 664, 0,c.. 1h). 


Parmi les produits dont se compose la résultante s, le produit (3), c’est- 
à-dire le produit des termes rangés, dans le tableau (4), sur la diagonale qui 
renferme le premier terme 4,, mérite d’être remarqué. Nous le nommerons 
produit principal. Les diverses lettres qui entrent dans ce produit, et les 
divers indices écrits au bas de ces lettres caractérisent, dans le tableau (4), 
d’une part les termes situés dans les diverses lignes verticales, d’autre part 
les termes situés dans les diverses lignes horizontales. Un échange opéré, 
dans le produit principal a, b,c,...h,entre deux lettres que renferment deux 
lignes verticales données, a le même effet qu’un échange opéré entre les 
indices qu’elles portent; et chacun des produits qui se déduisent du produit 
principal, à l’aide de semblables échanges, renferme nécessairement un 
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seul terme pris dans chaque ligne verticale, du tableau (4), et un seul 
terme pris dans chaque ligne horizontale. D'ailleurs, ces produits peuvent 
être partagés en deux classes, chaque produit étant de première ou de se- 
conde classe, suivant qu’il se déduit du produit principal par un nombre 
pair ou impair d'échanges; et la résultante s est simplement la somme qu’on 
obtient quand, aux produits de première classe pris avec le signe +, on 
ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe —. 

Lorsqu’on échange deux lettres entre elles ou deux indices entre eux, 
non plus dans le produit principal, mais dans la résultante s, on voit 
chaque produit partiel, et, par conséquent, la résultante elle-même, 
changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu'on échange 
entre elles deux lignes verticales ou deux lignes horizontales du ta- 
bleau (4). 

Lorsqu’en faisant tourner le tableau (4) autqur de la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme 4,, on échange entre elles les lignes verticales et 
horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours les mêmes 
produits; et, par suite, l'échange opéré entre les deux espèces de lignes 
n’altère ni le produit principal formé avec les termes situés sur la diagonale 
autour de laquelle tourne le tableau (14), ni la résultante s. Donc la résul- 
tante s du tableau (4) est aussi la résultante du suivant : 


As Ans Agyer.s Ans 
® | 0, Bb, b,..., by, 


PRE CL Re Var UN LORS EE ON OR DE 


et, dans l’équation 
(6) | csæ= {fau cs], 
qui transforme cette résultante en un produit symbolique, on peut sup- * 


poser les facteurs À, 1, v,.., ç liés aux clefs anastrophiques &, 6, y,..., n, 
ou par les formules (1), ou par les suivantes : 


À = 4,0 + 436 + 43 +... + Ann, 
u= ba + b,6 + bjy +... + bn, 
(11) (VE CA + C8 + Co Ye + Cr 
cs=ha+h6+h;y +... + hn. 
Ex. d'An. et de Ph. math., T. IV. (488 livr.) 43 


( 378 ). 

La formule (6) suppose les clefs &, 6, y,..., n assujetties à la condition (5). 
Si l’on écartait cette condition, alors, comme on l’a déjà remarqué dans le 
$ IT, la formule (2) donnerait 

S $ A | Apv...c | 
(r2) D PTT : 
Cette dernière équation renferme un théorème qu’on peut énoncer comme 
il suit : 
1% Théorème. Soient 
Qu Ë x ion D; , 
et 
9 Hs Vies Go 


deux systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par des équations qui 
déterminent les clefs À, 11,.v,..., s en fonctions linéaires des clefs &, 6, 
Y>..., n. La résultante algébrique s du tableau formé avec les coefficients 
de ces dernières clefs sera le rapport des produits symboliques | Auv... s|, 
|aéy... n|. 
Soit maintenant 
AJOM, Nye; :E 


un troisième système de clefs anastrophiques lié au second système par des 
équations linéaires qui déterminent les clefs À, M, N,..., > en fonctions 
linéaires des clefs À, 12, v,..., s; et nommonss la résultante du tableau formé 
avec les coefficients de ces dernières clefs dans les fonctions dont il s’agit. 
On aura encore 


(15) 


Mais, d’autre part, si dans les équations qui déterminent À, M, N,..., x 
en fonctions linéaires des clefs À, 4, v,..., ç on substitue les valeurs de ces 
dernières clefs exprimées en fonctions linéaires de &, 6, y,..., n, on ob- 
tiendra de nouvelles équations qui détermineront immédiatement À, M, 
N,..., > en fonctions linéaires de &, 6, y,..., n. Soit S la résultante du tableau 
formé avec les coefficients de &, 6, y,..., n pris dans ces nouvelles équa- 
tions. On aura encore 


__ [AMN... 5] 
re real 


 |LAMN...5| 
(4) A 
Or, des formules (12), (13), (14), on tire 
(15) SS— 8, , 
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et la formule (15) renferme évidemment un théorème qu’on peut énoncer 
comme il suit : « 
2° Théorème. Soient 
re 
les résultantes algébriques de deux tableaux dont chacun renferme n° 
termes rangés sur 7 lignes verticales et sur » lignes horizontales. Soient encore 


An. OEares. M 
À Hs Vic 6; 
A, M, Ni. 2 
trois systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par deux systèmes d’é- 
quations qui déterminent : 1° les clefs À, 12, v,..., « en fonctions linéaires 
de æ,68,7y...,n; 2° les clefs A, M,N,..., 2 en fonctions linéaires de À, 
LL; Monstre Enfin, supposons que les termes du premier tableau soient les 
coefficients de &, 8, y,.., n dans le premier système d'équations, et que, 
pareillement, les termes du second tableau soient les coefficients de À, x, 
y..…, ç dans le second système d’équations. Le produit des deux résul- 
tantes algébriques s, s sera encore une résultante algébrique, savoir la ré- 
sultante du tableau qui aura pour termes les coefficients des clefs &, 6, 
7... 1 dans À, M, N,..., Z exprimés en fonctions linéaires de ces mêmes clefs. 
Concevons, pour fixer les idées, que les résultantes #, s se rapportent à 
deux systèmes de quantités dont les unes, désignées par des lettres italiques, 
soient celles que renferme le tableau (4) ou (10), les autres étant désignées 
par des lettres romaines et renfermées dans le tableau 


4 fR Bts Dys Cieres Bus 

A2» Durs b;; 

(16) 4 as» Ds, nf LNFE h;, 

RS es. à: bi: 

En prenant les termes du tableau (16) pour coefficients de À, 1, v,..., ç 

dans les valeurs de A, M, N,..., >, on aura 

A=al+bu+cv+.….+hn, 
| M=a,l+bp+cv+...+lhn, 
(17) N=—a,l+b,u+csy +... +h;n, 


E = a, + b,u + cv +... + h,n; 
À 48. 
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puis, en substituant dans ces dernières équations les valeurs de X; HD, 
tirées des formules (11), ettæn posant, pour abréger, 


» 
 - 


(18) Km = 44m + Drm + CCm + + Hi, 


quels que soient d’ailleurs les nombres entiers /, m, on trouvera 


| A — k,,a+k,,:6 + ksy + de + Ki 5 hs 
M= ka + k26 + ka sY ++ kann) 
(19) N=£k,ia+ks26 + 3,37 +. + Kinns 


EE =k,,a + kn26 + kns +es + knnn: 


Donc, en vertu du 2° théorème, le produit ss des deux résultantes algé- 
Due s, s sera la résultante algébrique 8 des termes renfermés dans le 
tableau 


k, 19 ki, LR Fes ; 


| Ke to ka | MPNPTE he 
(20) Rg:1 Ks, 29 ENT Rain 
: LP RE Ras Rés) Ki n3 


et l’on aura généralement 

(21) SEAT RS PRET ENTRE Dh S (+ DS CRE 
On trouvera, en particulier, pour #7 = 2, 

(22) k,: he — ki, a ho = (a, b; —— 42 b,)(a, b > — Ab;), 
ou, ce qui revient au même, 


(a,a, +b,b,)(a a; + b,b,) — (a, a, + b,b;)(asa, + b,b,) 


“1 
(25) = (a,b, —.a,b,) (a, b, — a,b;). 


Concevons, à présent, que l’on veuille composer une résultante algé- 
brique 8, non plus avec tous les termes du tableau (20), mais seulement 
avec quelques-uns d’entre eux, dont le nombre soit m?, savoir avec ceux 
que renferment "2 lignes verticales et m1 lignes horizontales déterminées. On 
pourra encore exprimer cette résultante à l’aide d’une équation analogue 
à la formule (14), par le rapport entre deux produits symboliques du de- 
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gré m, formés le premier avec quelques-unes des clefs À, M, N,..., >, le 
second avec quelques-unes des clefs œ 6,7... n, les clefs dont il s’agit 
étant celles qui, dans les formules (19), appartiennent aux mêmes lignes 
verticales ou horizontales que les termes du tableau (20) renfermés dans la 
résultante. 8. Effectivement, pour déduire des équations (19) la résultante 8 
sous la forme indiquée, il suffira évidemment d’annuler celles des clefs 
anastrophiques &, 6, y,..., n dont les coefficients seront tous distincts des 
termes renfermés dans $s. Ainsi, par exemple, si l’on veut réduire $ à la 
résultante 


#,, Ko, pee K,2 Ha, à 


formée avec les lettres que contiennent les deux premières lignes verticales 
et les deux premières lignes horizontales du tableau (20), il suffira d’an- 
nuler les clefs 

a GE VS 


à l’exception des deux premières, et alors les équations (19), réduites aux 
formules 


(24) A=k,,a+k,,6, 
: M=k,ia+h,:6, 

donneront 

(25) sin) 


Pareillement, si l’on veut réduire 8 à la résultante des termes compris 
dans les trois premières lignes horizontales et dans les trois premières 
lignes verticales du tableau (20), il suffira d’annuler les clefs anastro- 
phiques 

GG, Yes N, 


à l’exception des trois premières, et alors les équations (19), réduites aux 

formules 

À =k, a+ k,:6+ ki, 

(26) M=4k,,,0 +hka36 + ko 
N=k,,a+k:6+ks:, 

donneront | | 


(27) St = 


—— 


ay 


Cela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante : 
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3° Théorème. Supposons qu’après avoir effacé dans le tableau (20) tous 
les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontales 
déterminées, on cherche la résultante S des termes conservés. Il suffira, 
pour l’obtenir, d’effacer, dans les deux termes du rapport ; 


|[AMN... >| 
la6y... |” 


d’une part, quelques-unes des fonctions linéaires de &, 6, y,.., n représen- 
tées par À, M, N,..., >, savoir celles qui ne renferment aucun des termes 
conservés ; d'autre part, quelques unes des clefs «&, 6, y,..…., n, savoir celles 
qui, dans les formules (19), n’ont jamais pour coefficients ces mêmes 
termes, puis d'annuler, dans les valeurs de À, 1, v,..., ç données par les 
formules (11), les clefs effacées dans le produit symbolique | 467... n |. 

En s'appuyant sur le théorème précédent, ou pourra facilement exprimer 
la résultante $ supposée du degré #1, non plus par le produit unique s« 
des résultantes construites avec les termes des tableaux (4) et (16), comme 
dans le cas où l’on avait m — n, mais par une somme de produits de résul- 
tantes du degré m, formées chacune avec les termes compris à la fois dans » 
lignes verticales et dans m lignes horizontales de l’un de ces tableaux. 
Ainsi, par exemple, si l’on suppose m = 3, n — 2, les deux premières de: 
équations (17), réduites aux formules 


(28) 


donneront 


PARLE 
M = a, + bu + cv, 


[AM|= s|uv|+s |n|=s" lu, | ; 
les valeurs de s, s’, s” étant 
s=b,c — be, 20,0, — Cas8" = a, b, — a,b.. 
Mais, d’autre part, les équations (11), réduites aux formules 


À1=a,;a+ a,6, 
(29) = b,a+ b,6, 
Y = Ci & + C:6, 


par l’annulation de y, donneront 


[uv|=s|asl, [vA|=s|al], Qul= s |281, 


les valeurs de s, s’, s” étant 
S—b,c — bic, s'=ca—0ca, s’= ab, — a,b,. 
Donc, en définitive, on aura 
[AM|=(s5+ ss + s"s")|a6|, 
et la formule (25) donnera 
(30) s—ss+ss +s"s. 
Donc, en substituant à chaque résultante sa valeur, on aura 


(aa, +b,b,+c,c,)(a; a; + bb: + cic2) 
— (a,a + b,b, + c,c)(aa, + b,b,+ c0c;) 
= (b,c, — b,c;)(b,c: — bc) + (cas — ca,)(c, a; — Caa) 
+ (a, b, — a,b,) (a, b, — a, b,). | 


(3r) 


La valeur de s que fournit l’une quelconque des formules (25), (27), etc., 
pourra toujours être ainsi décomposée en produits partiels, par une équa- 
tion de la forme 


(32) S—=ss+ss + s"s" + .…, 


et l’on pourra ainsi déduire du 3° théorème celui que nous allons énoncer : 


° Théorème. Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et (1 6), on 
efface tous les termes non compris dans 7» lignes horizontales, ces lignes 
pouvant occuper des places différentes dans les deux tableaux, puis ajou- 
tons entre eux les produits binaires qu’on obtiendra en multipliant respec- 
tivement les divers termes d’une ligne horizontale conservée dans le ta- 
bleau (4) par les termes correspondants d’une ligne horizontale conservée 
dans le tableau (16). La somme ainsi formée et les sommes semblables se- 
ront représentées dans le tableau (20) par divers termes compris dans m 
lignes horizontales et mn lignes verticales déterminées. Nommons 8 la résul- 
tante de ces derniers termes. Soient d’ailleurs s la résultante du degré m 
formée avec les termes qui occupent #»# places arbitrairement choisies dans 
les lignes horizontales conservées du tableau (4), et s la résultante formée 
avec les termes correspondants du tableau (16). Le produit ss, ajouté à tous 
les produits du même genre, donnera pour somme la résultante 8. 

Parmi les propriétés que possèdent les résultantes algébriques, on doit 
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remarquer celles qu'expriment les 2° et 4° théorèmes, ou, ce.qui revient au 
même, les formules (15) et (32). Ces formules, que j'ai données pour la 
première fois dans le 17° cahier du Journal de l’École Polytechnique 
[voir aussi dans le même cahier un Mémoire de M. Binet]|, sont d’ailleurs 
des conséquences immédiates des 1‘ et 2° théorèmes compris dans la for- 
mule (12), qui, dans le cas où l’on pose |a6y... n|— 1, se réduit à l’équa- 
tion (6). Ils se rattachent donc intimement à la décomposition des résul- 
tantes en facteurs symboliques représentés par des fonctions linéaires de 

clefs anastrophiques. 
_ En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce paragraphe, 
on en obtient d’autres qu'il sera bon de mentionner et que nous allons rap- 
peler en peu de mots. 

Si le tableau (4) coïncide avec le tableau (16), les formules (15)et (30) 
donneront, la première, 


(3972 | s—s?; 


? 


la seconde, 
(34) 8 = ss + ss? + ss’? + …, 


et, en conséquence, la résultante algébrique 8 se trouvera réduite à un 
carré parfait ou à la somme de plusieurs carrés. Alors aussi, on tirera en 
particulier de la formule (23) 


(35) (a+ b?)(a2+b3)— (aa + bb) = (ab; — ab), 
ou, Ce qui revient au même, | 

(36) Pas: 0) EN nas) (et ob, 
et, de la formule (3r), 


(a? + b? + cc?) (a + b2 + c2) — (a, a, + b,b, + cc) 


3 
(37) = (b,c + bc} + (ca — ca) + (a,b, — a, b,}. 


En réduisant à,, b,; a,, b, à des nombres entiers, on tire de l’équation (20) 
un théorème connu, savoir qu’une somme de deux carrés, multipliée par 
une autre somme de deux carrés , donne encore pour produit une somme 
de deux carrés. Quant à la foule (37), elle est précisément celle qu’on 
obtient lorsqu'on projette sur trois plans rectangulaires la surface d’un 
triangle dont les trois sommets ont pour coordonnées respectives les 
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quantités ” | 
d, Di, Cfs Æas Das Css 1@s, bsprCis 


et qu’on égale le carré de cette surface à la somme des carrés de ses trois 
projections. 
Si des trois systèmes de clefs anastrophiques 


a, 6, Vs 1; : À, fs Ve, 65 AÀ,-M, N,.., 3, 


le troisième coïncide avec le premier, les équations (17), réduites à la 
forme 


a—=aÀ+bun+cv+...+h,n, 
6—=a,l+biu + cv+...+hn, 
(38) y=aÀi+b;u+cv+...+h;n, 


n = a, + b,u+cv+.…..+h,n, 


ne devront pas différer de celles qui se déduiraient des formules (1) ré- 
solues par rapport à x, 6, y,..., n. Dans le même cas, la formule (15) 
donnera . 


(Or © AE à 


et l’on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante : 
5° Théorème. Soient 


a, 6, Pres 05 À Hs Vies 


deux systèmes composés chacun de n variables, et supposons les variables 
À, Br%,2080 représentées par des fonctions linéaires et homogènes de #, 6, 
7... 1. On pourra, pour l'ordinaire, exprimer aussi &, 6, y,..., n en fonc- 
tions linéaires et de À, 11, »,..., s, et les deux tableaux formés 1° avec les 
coefficients de &, 6,7,..., n dans les valeurs de À, 14, v,..., 6; 2° avec les 
coefficients de à, p,v,..…., ç dans les valeurs de &, 6, y,..., n, auront pour 
résultantes algébriques deux quantités dont le produit sera lunité. 

La résultante algébrique des termes que comprend un tableau donné peut 
être présentée sous une forme remarquable, lorsque, dans ce tableau , cha- 
cune des lignes horizontales ou verticales est composée de termes qui for- 
ment une progression géométrique. Supposons, pour fixer les idées, que le 
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(386) 


tableau (4) se réduise au suivant : : 


(40) Aa, © BB, Co. AR 


Aa, Bb, Ce"-',…., Hk"*, 


dans lequel chaque figne verticale est composée de termes qui forment une 
progression géométrique, le reste de cette progression étant a dans la pre- 
mière ligne verticale, b dans la seconde. La résultante s des termes que 
renferme le tableau (40) sera, en vertu de la formule (9), 


(41) s— ABC... HS (+ abc... h"\), 


Si chacune des quantités 4, B, C,..., se réduit à l’unité, ou, ce qui 
revient au même, si le tableau (4o) se réduit au suivant : 


(42) a, 6, oc, he, 


A, Le EU h7-1. 


on aura simplement 
(43) STD CN 
et cette dernière valeur de s, considérée comme fonction de l’une quel- 
conque des quantités a, b, c,..., hk sera une fonction entière du degré 
n — 1. D'ailleurs, un échange opéré entre deux de ces quantités, par 
exemple entre a et b, changera sen — s. Donc s s'évanouira si l’on pose 
b= a; et si l’on pose s: 
b=a+ r, 
s s’'évanouira pour une valeur nulle de r. Donc, dans cette dernière suppo- 
sition, la résultante s, rédüite à une fonction entière des quantités 4, 
c,..., h et de la différence 

r=b—a, 
ne renfermera aucun terme indépendant de r, et sera de la forme 


ÉSTR, 


( 387) 


R étant une fonction entière de a, c,..., h;, r, ou, ce qui revient au même, 
de a, b,c,..., h. Ainsi la résultante s, déterminée par la formule (43), a 
pour facteurs algébriques la différence b — a. On prouvera de même qu’elle 
a pour facteur chacune des différences 


b—a,c—a,..., h— a, 
c—Db,..., h — b, 


9.2 LL L2 


k—8g, 


(44) 


que l’on forme en retranchant l’une de l’autre les quantités 
fe Di iGire 26 


combinées deux à deux de toutes les manières possibles. Donc, si l’on 
nomme # le produit des différences comprises dans le tableau (44), la for- 
mule (43) donnera 


s= KK, 


K étant ou un nombre constant ou une fonction entiere de a, b, c,..., h. 
J'ajoute que, de ces deux hypothèses, la première est seule admissible. En 
effet, comme, dans le tableau (44), n — 1 termes, savoir ceux que contient 
la première ligne, renferment la quantité a, le produit 4 considéré comme 
fonction de a sera, ainsi que s, du degré n — 1. Donc le coefficient X devra 
être indépendant de a; on prouvera de même qu’il est indépendant de b,, 
de c, etc., de 2. K sera donc un nombre. Pour obtenir ce nombre équiva- 


lent au rapport _ il suffira d’observer que le produit principal 
(45) VAE ET | MED 


formé avec les termes situés dans le tableau (42) sur. la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme 1, se présente une seule fois, pris avec le signe +, 
non-seulement dans le développement de la résultante 


EN NE MAP «7 


mais aussi dans le développement du produit 4 des différences comprises 
dans le tableau (44), attendu que, dans ce dernier développement, le seul 
produit partiel de la forme 

LR NN: pet 


est évidemment celui que l’on trouve en réduisant chacune de ces diffé- 


49. 


( 388 ) 


rences à son premier terme. Donc le nombre X ne pourra, différer de l’u- 
nité, et la formule (43) donnera 


ur | 
, Ce qui revient au même, 
(46) s—(b—a) x (ce — a)(c—b) x... x (h— a)(h — b)...(hk — g). 
Par suite aussi, la formule (41) donnera 


(47) s= 4BC... H(b — a) X(c — a) (C—6)X...x(k— a)(k — b)...(R — g). 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

6° Théorème. Lorsque les termes avec lesquels se forme une rs 
du degré n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la renferme, 
en progression géométrique, il suffit, pour obtenir cette résultante, de mul- 
tiplier le produit des termes 


4, BC 74 


compris dans la première ligne horizontale de ce tableau, par le produit des 
différences que fournissent les rapports 


a; b, Cyr.) A 


des progressions géométriques auxquelles appartiennent ces mêmes termes, 
quand on rétranche successivement chacun de ces rapports de tous ceux 
qui le suivent. 


$ V. — Méthodes diverses pour la détermination des résultantes algébriques. 


Soit toujours s la résultante du tableau 


as bi, 5%, hi, 
di, Vas Cas...) hà; 
(x) | { A3s Ds Cause. hs, 


SN NET IE SC.+ ro; D 0 0 


en sorte qu’on ait 
(2) SSL Mis... 1). 


Le calcul direct des produits partiels, dont la lettre S indique la somme et 


EE 19 UT LT NS. VERS 
2e RAIN: 
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dont le nombre Fest déterminé par la formule 


(3) Ft don, : 


deviendra évidemment trés-pénible pour de grandes valeurs de 7. Mais 
l'emploi des clefs anastrophiques offre divers moyens d'éviter ce calcul dans 
la détermination de s. 

En premier lieu, pour déduire s de la formule 


(4) «= Pev:ssel 


dans laquelle on à 
1=aa+b,6+c;y+...+hn, 
L= 430 + b26 + Co +...+ Mn, 
(5) v=a,0 + b,6 + C;y +...+ hn, 


s = a + b,6 + cuy ++ hon, 


il suffira de multiplier successivement l’un par l’autre les facteurs À, u, 
»,..., ç, en assujettissant les clefs &, 6, y,..., n aux transmutations anastro- 
phiques binaires et aux transmutations conjonctives des divers degrés. Si, 
pour abréger, l’on désigne, à l’aide des notations 


(a, Bb), (a, D, cc), (a, bis 
les résultantes algébriques 
Sir): SR hcs.., SEneca Dy 


et à l’aide de notations semblables les résultantes semblables déduites des 
précédentes par des échanges opérés entre les lettres a, b, c,..., h; si d’ail- 
leurs on range les facteurs que renferme chaque produit symbolique dans 
l'ordre indiqué par l'alphabet, on aura successivement 


Q\u|= (a, b)|a8| + (a, c)lay| +... + (6, c)|6y| +, 
QDuv|= (a, b, c)|a6y| + (a, b, d\|a6d| +...+ (b, c, d)|6yd| +, 


© 0 OR S CO 0 DS 0. D 8 GTR din Mile EL TT Ge | eV! Qh'eue.s "TT à .# si © + + + 


(6) 


et l’on reconnaitra que, pour déterminer les coefficients 


(a, 6), ‘(a, eh Fe), CR RE SR Et, hr), 


( 390 ) 
dont le dernier est précisément la résultante s, il suffit de recourir à des 
equations de la forme 


(a, b)=4a,b; — bia, 
(a, 6, c)h= (a pie — (a, c)b, +(b, c'ai, 
(7) { (a, b,c, d) = (a, b, c)d, — (a, b, d)c, + (a, c,d)b, — (b, c, d)a,, 
(a, bc. g, h) = (a, b,0,..., 8) ln — + (0) (bc, 8, À an. 


Lorsqu'on opère ainsi, le calcul de la résultante s exige la formation de 
produits composés chacun, non plus de n facteurs, mais de deux facteurs 
seulement, et le nombre 3% de ces produits, déterminé par la formuie 


(8) 


= nai tr), 


croit beaucoup moins rapidement que le nombre N=1.2.3... 7. 

Lorsque les äivers termes du tableau (1) sont connus et donnés en nom- 
bres, on peut se dispenser d’écrire les équations (7) et autres semblables, 
et se borner à déduire, de multiplications successives, la valeur du produit 
Pauv….. «| qui, divisé par | «87... n |, donne pour quotient la résultante s. 

Supposons, pour fixer les idées, que le tableau (1) se réduise au sui- 
vant : 

1, 2, D, 
3, 1, 2, 
2, 9, 1, 
on aura 
1= a+26+37, 


= 3a+ 6+27, 
y = 20 + 36 + sd 
et, par suite, 


[Apr | 


(r— 2.3)|a6|+ (2 — 3.3)|ay| + (2.2 — 5)167| 
= — pla] —7|ayl +167, 

Duw|=(-e+ 7.3 +02)|06y) 
— 18 |aéy|, 


Pau] 8 
Rte 


(391 ) 
Pour déduire la résultante s de la formule (4), il n’est pas nécessaire de 
construire chacun des produits 


Nul, ul, Auvpl,….; 
il suffit de multiplier l’un par l’autre, dans l’ordre qu’indique l'alphabet, 
d’abord les facteurs À, 11, v,.…, s pris deux à deux ou trois à trois, etc., puis 
les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi formés, de manière à obtenir 
facilement le produit | Av... s|. Ainsi, par exemple, si l’on a 2 = h, alors, 
pour obtenir le produit final | Awvp|, et, par suite, la résultante s, il suffira 
de former les deux produits binaires | Au|, |vp|, puis de les multiplier l’un 
par l’autre. Quelquefois, cette méthode est préférable à celle qui consiste 
dans la formation successive des trois produits | Am |, |…Auv|, | Auvo|. Conce- 
vons, pour fixer les idées, que l’on demande la résultante s d’un tableau de 
la forme | 
a; b,:c,.4, 
d, 46 101 
COPA AA: PE 4 À 
b, 6,4; 
on aura 
1=aa+ b6 + cy+ dd, 
u = da + a8 + by + co, 
y —ca + dé + ay + bd, 
p=ba+ c6+ dy + ad; 


et, par suite, 


Qu|= (a?— bd)|06| + (ab — cd)|ay| + (ac -- d?)| ad] 
= (b?— ac)|6y| + (bc — ad)|60| + (c? — bd)|yd |. 
De plus, comme pour déduire ÿ de }, ou p de y, et, par suite, |»o| de 


| Au |, il suffira d'échanger entre elles, d’une part les clefs x, y, d’autre 
part les clefs 6, d, la formule qui précède entraïnera la suivante : 


[vel = (a — 6d)|y81+ (ab — cd)|ya] + (ac — d?)| 
+ (8? — ac)|da| + (bc — ad)|08| + (c? — bd)|aël,. 
Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques 


Au], |ve|, on pourra, de ces deux produits multipliés l’un par l’autre, 
tirer immédiatement la valeur du produit symbolique | Auvo|, par consé- 


quent celle de 4 


et l’on trouvera définitivement 


s=(a— bd} + (ce — bd} (6? — ac} — (dt — ac? 
+ 2 (ab — cd) (bc — ad). | 


Lorsque, dans la formule (4), le facteur À dépend uniquement de la 
clef &, c'est-à-dire lorsque la première des équations (5) se réduit à 


At 44 


la formule (4) donne simplement 
Mises ie | 
Fo dos. 


et l’on peut, dans les valeurs de p, v,..., ç remplacer & par zéro. En s’ap- 
puyant sur ces remarques, on démontre aisément les propositions sui- 
vantes : 


1% Théorème. Étant donnés deux systèmes anastrophiques 
HEBDO A Un à 


composés chacun de » clefs, et liés l’un à l’autre par les équations (5), 
concevons que l’on exprime &, 6, y,..., n en fonctions linéaires de clefs 
nouvelles 


Ps Lo Mrs U;, 


dont le nombre soit égal ou supérieur à 7 — 1, mais de manière à vérifier 
J’équation de condition 


(9) . ete 

La résultante s, déterminée par la formule (4), sera équivalente au produit 
du coefficient de & dans À par le rapport géométrique des valeurs nouvelles 
qu’acquerront les deux produits symboliques 


lie [69 nt 


Corollaire. Les nouvelles clefs ©, y, 4,..., v, dont le nombre doit être 
égal ou supérieur à 7 — 1, pourraient n'être pas distinctes des clefs 6, 
y... n, et alors, à la place du premier théorème, on obtiendrait le sui- 


vant : 


( 395 ) 
2° Théorème. La résultante s, déterminée par la formule (4), est égale 
au produit du coefficient de x dans À par la valeur qu’acquiert le rapport 


[uv...cl| 
167... n| 


? 


lorsque, dans ce rapport, on exprime 14, »...., s en fonction des r — 1 
clefs 6, y,..., n, à l’aide des formules (5) jointes à l'équation (9). 
Supposons, pour fixer les idées, #2 — 3. Alors la résultante 


$ = 4, bé, D voi 4:06, —- dc, en. d:0,C3 —+ a3b,c; Tr a,b,c, 


(x) 
— (a, b, ns a:b,)c; EE (a, Ca Ham 4,6, D; + (be ser 0,0} 4; 
pourra être, en vertu du second théorème, présentée sous la forme 
C 
57 70 
b, ci a b, 
(11) += (ba) Gym — 5 Es Les) ; 
AT 
ai 


on pourra donc la déterminer en calculant trois rapports géométriques, 
savoir, 


cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Généralement, à l’aide 
du second théorème, on pourra déterminer une résultante du degré n, en 
calculant des rapports géométriques dont le nombre sera 


(æ— 1) 


. n 
Lot 2, Si (8 à RM ire 


des produits binaires dont le nombre sera 


9 _ A(n—1)(2r —:1) 
a?t 99 + (nr — 1) re» À.3 - 


et un seul produit composé de 7 facteurs. : 
Il est bon d’observer que de la formule (11) on tire immédiatement la 
suivante : 


__ (ab;—a,bi)(a;c; — asc) — (ac; — asc) (ab, ab) 
— “: 


(12) s 


qui peut être facilement réduite à la formule (10). 
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5o 


( 394 ) 


Observons encore que la transmutation anastrophique 


[At e 
donnera 
(13) aD+b,X+cY+...+RhU = o, 
si l’on pose 
(14) PSTONT PET PPT SE ET 


ou, ce qui revient au même, 


ri) = 0 + b,|aë] + c,|ay| +... + h,|an|, 


X=—a,|a$|+o+c,|8y| +...+ h,|68n|, 
(15) V—=—a,lay|—b,|6y|+o+...+2,l]m|, 
U=—alan| —b,|6n| —c,|yn| —...+o 


Or, si dans ces dernières formules on remplace les produits symboliques 
|a6l, |aœyl.…, Îan|, 18yl..., LE 
n(n—1) 


dont le nombre est ———; par autant de clefs nouvelles et anastro- 
phiques 

®; X: Di...s U;, 
alors ®, X, W,..., U seront des fonctions linéaires de ces clefs qui, prises 
pour valeurs de &, 6, y,..., n, vérifieront la formule (13). Alors aussi, en 


attribuant à &, 6, y,..., n ces mêmes valeurs dans les facteurs 1, v,...,c, 
on tirera du second théorème 


46) bus... 6] 


he 5 2 AE] 


On peut d’ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire ainsi leur” 
valeur à 7 — 1. On doit surtout remarquer le cas où l’on n’attribue des 
valeurs distinctes de zéro qu’à celles qu'on substitue aux 7 — 1 produits 
symboliques 


Laël,_- |6yl lydl.….. [End 


Dans ce cas particulier, les formules (15) donneront 


(17) ,9= by, X=c,y—-ap, Y=diy—b,x,.., U=—$gin, 


( 395 ) 
et l’on aura ,'par suite, 
(18) [XV Ul=(— 3)" "0,8... 8.10%... 
Donc alors la formule (16) donnera 


n ps; | 
b...g, |px...vl 


(19) s=(— 1)" 
pourvu que dans les fonctions de x, 6,7y,..., n, représentées par 1, v,..., 6, 
on pose 
(20) a—b,p, 6—=cy—a,p, y—=dih—b,y,.…., n=— gi. 

Si, pour fixer les idées, on suppose 7 — 3, la formule (19) donnera 


(21) s (a,b,— a,b;)(b;c — bic,) F (bsc, — bic;) (a,b, — abs) 


$ VI. — Usage des clefs anastrophiques dans l'élimination. 


Les clefs anastrophiques peuvent être employées avec avantage dans un 
grand nombre de questions, et spécialement quand il s’agit d'éliminer plu- 
sieurs inconnues entre des équations données. 

Considérons d’abord x inconnues 


TL Li LE Z; .. 9 LL 24 9 
liées entre elles par 7 équations linéaires; et soient 
(1) Héedir fm ei Éme.r mo 


ces équations dans lesquelles X, F, Z,..., W représenteront des fonctions 
linéaires de x, y, z,..…., w. Si ces fonctions sont homogènes, les équa- 
tions (1) détermineront seulement les rapports des inconnues, dont l’une 
quelconque pourra être choisie arbitrairement, et l'élimination des incon- 
nues fournira entre leurs coefficients une équation de condition qu’on 
obtiendra sans peine, en opérant comme on va le dire. 

Observons, en premier lieu, que des équations (1) respectivement multi- 
pliées par » facteurs variables, 


ds SDS N; 
puis ajoutées l’une à l’autre, on déduira immédiatement une équation 
nouvelle, 
(2) 20, 
5o.. 


( 396 } 
dont le premier membre 
(3) Q—aX +6 F+yZ+...+nW 


sera encore une fonction linéaire de x, Y;, Z,..., w, et pourra, en consé- 
quence, être présenté sous la forme 


(4) OZ ÀX +UY+V2+... + 6w, 


À,,Y,…, çs étant des fonctions linéaires de &, 6, y,..., n. Remarquons 
dailleurs que la formule (2) peut être substituée au système des équations(r), 
et que, pour déduire l’une quelconque des équations (1) de la formule (2), 
il suffit d’y remplacer l’un des facteurs variables &, 6, y,..., n par l’unité, 
en annulant tous les autres. 

Concevons maintenant que les z facteurs variables &, 6, y,..., n soient 
des clefs anastrophiques. Les fonctions linéaires de &, 6, y,..., n, représen- 
tées par À, p, v,..., s, seront encore des clefs anastrophiques ; et comme on 
aura , par suite, 


Po; po, || =0; 


on pourra évidemment éliminer de l’équation (2), l’inconnue x, en multi- 
pliant Q par À, l’inconnue y, en multipliant Q par u,..., l’inconnue w, en 
multipliant Q par $. Donc, pour éliminer toutes les inconnues, à l’exception 
d’une seule, il suffira de multiplier la fonction © par les coefficients des 
autres inconnues dans cette même fonction. On éliminera, par exemple, 
Ÿ3 2... W de la formule (2), en multipliant Q par le produit uy...6,ou ce 
produit par Q. On obtiendra ainsi l'équation 


(5) | Quv.….p|= 0, 
que la formule (4) réduira effectivement à 
(6) æAuv eo; 


et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la formule (6) 
entrainera la suivante : 


(7) Am. ci 0, 


qui sera précisément l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les 
coefficients des inconnues dans les valeurs données de #, F, Z,..., W. 

Si, pour fixer les idées, on sup pose ces coefficients représentés par les 
divers termes du tableau (1) du paragraphe précédent, en sorte que 


( 397 ) 


l’on ait ; 
X=ax+b,y+cz+..+h;w, 
F=a;,x + by +ca2+..+hiw, 
(8) { Z=ax+by+cz+...+hw, 


. = . . . - . . 


 W=a,x + 0b,7 + cu2+ + hw, 


les valeurs de À, 2, v,..., « seront fournies par les équations (5) du même 
paragraphe ; et comme on aura 


Lure] a6y...n|IS(+ a,8,0, ln), 
l’équation (7) donnera 
(9) S(+a,b,c,.….h,) = 0. 


D'ailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment de 
poser 


(10) APZ.. NC =0, 9 


en considérant æ, Y, Z,..., w comme des clefs anastrophiques, puisque, 
dans cette hypothèse, on aura 

FAWN |—=|2ys...w[S(+ a,b,c,..….h.). 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


Théorème. Si n inconnues vérifient 7 équations linéaires et homogènes, 
il suffira d’égaler à zéro le produit symbolique de leurs premiers membres, 
en considérant ces inconnues comme des clefs anastrophiques, pour obtenir 
l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients de ces 
inconnues dans les équations données. 


Supposons maintenant que les équations linéaires données cessent d’être 
homogènes. Chacune d’elles sera, non plus de la forme 


ax + by + C2+ ... + hw = 0, 
mais de la forme 


ax + by + cz2+... + hw —Rk, 
ou, ce qui revient au même, de la forme 
ax + by + C2 +... + hw — k=— 0, 


a, b, c,..., k, k étant des quantités constantes. Alors aussi la formule (4) 


( 398 ) 
sera remplacée par la suivante : 
(11) Q = ÀX + UT + V2 +... + çW — w, 
w étant une nouvelle fonction linéaire de «, 6, y,..., n; et l'équation (5) 
donnera ; 
æ [uv s| — [our | = 0, 
par conséquent, 
| OV... Ç | 

12 RS OS 
) lauv... ç| 


Si l’on désigne par 4,, k,,..., k, les valeurs que prend successivement la 
constante # dans la première, la seconde, etc., la dernière des équations 
données, on aura 


(13) o=ka+k,6 + ksy +... + kon; 
louve ls niS (ER cs), 


et, en substituant dans la formule (r2) les valeurs des produits symboliques 
qu'elle renferme, on retrouvera l’équation connue 


(14) Hire S Geu ai bic .. ln) 


Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l’emploi des 
clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs des incon- 
nues, sans que l’on soit obligé de recourir aux formules générales, c’est-à- 
dire à l’équation (14) et aux équations analogues. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse de résoudre les équations 


T+2Y+32—=1, 
(15) 3x+ +223, 
2Ææ +37 + 2—=5. 


De ces équations respectivement multipliées par &, 6, y, puis ajoutées l’une 
à l’autre, on tirera 


(16) Àx + Uy +vz—0, 
les valeurs de }, 1, v, w étant 


1=a+36+o2y, u—2a+6+3y, v = 3a+ 26 + 7, 
o=a+ 36 + by, 


et la valeur de x sera 
(17) x 
On trouvera d’ailleurs 

[mwi= lat 7{ayl — 51671: 


puis en posant, pour plus de commodité, | «6y| = 1, 


low = — 5 + 3.9+ 65 = 21, 
fau] = — 543.7 +2 — 18, 
et, par suite, 
AE LRU 
ME T | 


La valeur de x étant ainsi déduite de la formule (17), on pourra tirer de 
la formule (16), multipliée par », la valeur de y. En opérant de la sorte, et 


posant. pour abréger, y = 0, |a«6| = 1, on trouvera 
ACIEE 
CA 122 
puis 
RL PLEINE = 7; 


par conséquent, 
J=—Jt-x)=t 

Enfin la dernière des formules (15) donnera 
5 
2=5—2x —37 = —2 

On aura donc, en définitive, 

7 5 
«+4 = Ÿ Se 6’ Z= — 6 


Supposons maintenant que l’on veuille éliminer une ou plusieurs va- 
riables entre des équations qui cessent d’être linéaires. Les clefs anastro- 
phiques fourniront encore un moyen facile d'opérer l’élimination. Ainsi, 
par exemple, pour éliminer x entre les équations 


(18) a+bx+cx'=0o, #+bæx+cx=o, 


on ajoutera l’une à l’autre ces équations respectivement multipliées par 
deux binômes de la forme 


a+6x, y+0x. 


( 400 ) 
On trouvera ainsi 
(19) À+pr +VvL + px = 0, 
À, 1, v, p étant des fonctions linéaires et homogènes des variables «, 6, y, d; 


puis, en considérant ces variables comme des clefs anastrophiques, on 
tirera de la formule (19), multipliée par le produit up, 


COR luvp|= 0. 
Cette dernière formule sera précisément l'équation résultante de l’élimina- 
tion de x entre les équations (18). 

En général, pour éliminer x entre deux équations algébriques dont l’une 
serait du degré m, l’autre du degré n, il suffira d’ajouter entre elles ces 
équations respectivement multipliées par deux polynômes dont le premier 
serait du degré n — 1, le second du degré m — 1, puis d’égaler à zéro le 
produit symbolique des coefficients des diverses puissances de x dans l’é- 
quation finale obtenue comme on vient de le dire, en considérant les coef- 
ficients que renferment les polynômes multiplicateurs comme autant de 
clefs anastrophiques. 

On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences pour l’année 1853, d’autres applications de la théorie des clefs sur 
laquelle nous reviendrons dans d’autres articles. 


FIN DU TOME QUATRIÈME. 
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